
Gumbel MuZero​

1. 概述​

AlphaZero 通过策略迭代和树搜索的结合，在 2018 年于棋类游戏上获得了 SOTA 效果。然而，

AlphaZero 需要访问到搜索树根节点的所有合法动作才能更新策略网络，导致了较大的计算开销。为

了解决这一问题，Gumbel AlphaZero 采用 Gumbel Top-k trick 无重复地采样动作从而实现策略提

升，而非 AlphaZero 中启发式的动作选择方法。同时，作者也基于 MuZero 学习环境模型来进行树搜

索的思路设计了 Gumbel MuZero [1]，当模拟次数极少时，Gumbel MuZero 在棋类游戏和 Atari 等图

像输入环境上取得了明显的效果提升。

2. 研究背景与相关工作​

2.1 Gumbel distribution​

Gumbel 分布 [2]（也称为 I 型广义极值分布）用于对各种分布的多个样本的最大值（或最小值）的分

布进行建模。例如每天各个小时的降水量服从正态分布​ ，则必有一个小时的降水量是最大

值，这个最大值的分布就服从 Gumbel 分布。​

N (μ,  σ)

Gumbel 分布的累积分布函数为 ​ ， 概率密度函数 

​ ，其示意图如图1所示。​

F (x;μ,β) = e−e
−(x−μ)/β

f (x) = ​e ,  这里z =
β

1 −(z+e )−z

​

β

x − μ

（图 1：Gumbel 分布的概率密度函数和累计分布函数示意图。）​

• 标准 Gumbel 分布​

◦ 标准的 Gumbel 分布是这样的情况 ​ ​μ = 0,  β = 1

◦ 具有累积分布函数： F (x) = e−e
(−x)
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◦ 具有累积分布函数： ​ ​F (x) e
◦ 和概率密度函数： ​ ​f (x) = e−(x+e )−x

◦ 在这种情况下，众数为 0，中位数为​ ， 均值为​ （Euler–

Mascheroni 常数），标准差为​ ​

− ln(ln(2)) ≈ 0.3665 γ ≈ 0.5772

π/ ​ ≈6 1.2825

2.2 Gumbel-max trick​

Gumbel-max trick 一般应用在 Gumbel-softmax [3] 中进行梯度近似。本文中，作者用 Gumbel-top-

k trick 执行无重复抽样（sample without replacement）。假设​ 是 categorical distribution， 

​ 表示动作​ 的 logits， ​ 。从分布​ 采样一个样本 A，相当于首先从标准 

Gumbel 分布中采样​ 个样本 ​ ，然后取​ ：​

π

logits(a) a logits  ∈  Rk π

k g(a) arg max

​ ​​

(g ∈ R )  ∼  Gumbel(0) k

A  = argmax ​(g(a) + logits(a))a
​

(1)

(2)

2.3 Gumbel-top-k trick​

Gumbel-max trick 则是采样​ 个样本后，如公式（3）所示，通过取 n-top 样本，扩展到无重复采样

​ 个动作，如公式（4）-（6）所示：​

k

n

​ ​​

(g ∈ R )  ∼  Gumbel(0) k

A ​  = ​(g(a) + logits(a)) 1
a

arg max

... 

A ​  = ​(g(a) + logits(a)) n
a∈{A ​,...,A ​}/ 1 n−1

arg max

​

(3)

(4)

(5)

(6)

此时的 n-top actions 可以记为 ​ 。​argtop (g + logits,n)  =  A ​,A ​, ...,A ​1 2 n

2.4 AlphaZero​

AlphaZero 在 search 时/规划时遵循以下两种规则选择动作：​

◦ 在 root 节点，首先对 policy 添加 dirichelet 噪声，然后根据 PUCB 公式选择动作：​

​ ​​a  =   ​[Q(s, a) + P (s, a) ⋅ ​(c ​ + log( ​))]
a

arg max
1 + N(s, a)

​​ N(s, b)∑b
1

c ​2

​ N(s, b) + c ​ + 1∑
b 2

​(7)

然而，在simulation次数较小的情况下，对动作的Q值估计存在较大偏差，此时根据PUCB公式

的策略选择不能保证提升策略​ 。​π

◦ 在非 root 节点， 不对 policy 添加噪声，直接根据 PUCB 公式选择动作。​

3. Gumbel MuZero 算法 ​

https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%E2%80%93Mascheroni_constant
https://spaces.ac.cn/archives/6705


3.1 Root 节点的动作选择策略​

在搜索树的根节点上，AlphaZero 和 MuZero 在与真实的环境交互前，可以探索 n 次模拟。这一问题

可以建模为 一个带有预测器的确定性赌博机（a deterministic bandit with a predictor），且这一建

模还可以扩展到随机性赌博机和 MCTS 中。​

Bandit 建模​

一个 k-armed deterministic bandit 可以表示为一个 Q 值向量 ​ ， 其中​ 是动作​ 对应的 

Q 值。智能体与 bandit 交互 n 轮（n 次模拟）， 在每次模拟​ 时，智能体从​ 个动作中

选择一个​ ，并访问这个动作以观测到 Q 值​ 。​

q  ∈  Rk q(a) a

t  ∈  1, 2...,n k

A ​  ∈t  0, 1..., k − 1 q(A ​)t

目标

最大化最后一个动作​ 获得的 Q 值，即最大化​ 。该目标等价于最小化 simple 

regret，即在这一节点上最佳决策的回报期望和时机选择的决策的回报期望之间的差异。先前工作 [4] 

已经证明，在搜索树的根节点上应考虑的是 simple regret 来选择动作。k-armed deterministic 

bandit 问题的影响在​ 时变得显著，例如 19x19 围棋有 392 个可能的动作，但模拟次数仅为

​ 时，如何选择动作进行模拟变得难以判断。幸运的是，策略网络可以帮助我们实现这一目标。​

A ​n+1 E[q(A ​)]n+1

k > n

n = 2

预测器

在带有预测器的赌博机（bandit-with-predictor）的设定中， 智能体可以借助预测器（即 Gumbel 

MuZero 中的策略网络）进行预测。在与 bandit 进行交互之前，策略网络通过产生一个概率分布​ 来

预测最好的动作。智能体利用策略网络的预测可以做出更明智的选择。

π

策略提升

自然地，我们希望智能体能够表现得不差于策略网络，即取得策略提升，此时智能体选择的动作应满

足​ ， 这里​ 是策略网络对于动作​ 的预测。通过这一保证，策略

网络可以通过建模更优的策略以保持策略提升。

E[q(A ​)]  >=n+1   ​π(a)q(a)
a

∑ π(a) a

planning with gumbel​

Gumbel MuZero 在策略网络​ 的帮助下，通过 Gumbel-Top-k trick 实现了上述确定性赌博机场景下

的策略提升。具体来说，给定原始动作个数 K 和模拟次数 n，首先通过 Gumbel-Top-k trick 采样 n 个

动作。获取这 n 个动作的​ 后，选出具有最大的​ 的动作，其中​ 为任

意单调递增的函数。注意在采样 n 个动作和选择动作的过程中，使用的是同一个​ ，这避免了双重

计数带来的偏差：

π

q(a) g(a) + logits(a) + σ( ​(a))q̂ σ

g(a)

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S030439751000767X


（图 2：Planning with Gumbel 算法伪代码。）​

以上算法产生了策略提升，因为如下不等式对于任意 Gumbel 分布​ 都满足：​g

​ ​​

q( ​(g(a) + logits(a) + σ(q(a)))) ≥ q( ​(g(a) + logits(a)))
a∈A ​topn 

arg max
a∈A ​ topn 

arg max
​

(8)

因此Q值期望也满足：​

​ ​​

E[q(A ​)]  ≥  E ​[q(A)]  =   ​π(A)q(A)n+1 A∼π 

A

∑
​

(9)

其中​ 等价于从策略网络​ 中采样，包含在 logits 中的先验知识可以在部

分可观测环境中或 Q 值为近似的或随机的情况下产生帮助。​

​(g(a) +
a∈A topn 
arg max logits(a)) π

Planning on a stochastic bandit​

接下来考虑随机性的情况，随机性赌博机（stochastic bandit）只提供了期望 Q 值 ​ 的随机估计，

因此使用经验均值（empirical mean）​ 表示 Q 值而不是确定性 Q 值​ 。显然，如果一个动作

的访问次数越多，他对应的经验均值​ 也就越准确。因此，重要的是 访问什么动作 以及 每个动作

访问多少次，这可以从 2 个方面进行控制：​

q(a)
​(a)q̂ q(a)

​(a)q̂

◦ 第一，控制不重复采样的动作数量 （the number of actions sampled without replacement）​

◦ 第二，使用 bandit 算法来高效地探索采样动作集合 （the set of sampled actions）​

有许多 bandit 算法可以实现 simple regret 最小化，Gumbel MuZero 中采用的是 sequential 

halving。这是因为 sequential halving 没有与问题相关的 （problem-dependent） 超参数，相对于 

UCB-E [5] 和 UCB  [6] 算法更容易调参。​​.

Sequential Halving with Gumbel​

以下伪代码展示了采用 Gumbel-Top-k trick 的 sequential halving 算法：​

https://www.researchgate.net/profile/Remi-Munos/publication/221497549_Best_Arm_Identification_in_Multi-Armed_Bandits/links/09e41510be93d28d6c000000/Best-Arm-Identification-in-Multi-Armed-Bandits.pdf
https://ojs.aaai.org/index.php/AAAI/article/view/8126


（图 3：Sequential Halving with Gumbel 算法伪代码。）​

这一算法的目的是为了识别出使得​ 最大的动作，具体步骤为：​g(a) + logits(a) + σ( ​(s))q̂

• 在 root 节点，先根据 gumbel-top-k trick 从策略网络​ 中采样 m 个动作​π

• 通过 sequential halving 算法确定这 m 个动作中每个动作的访问次数，得到他们的估计 Q 值​
，通过比较 ​ 找到这 m 个动作中最好的动作​

​(a)q̂

g(a)  +  logits(a)  +  σ( ​(a))q̂

图形化示例​

图 4 中展示了 Sequential Halving with Gumbel 的一个示例。在​ （例如围棋中

​ ）的情况下，首先根据​ 无重复地采样 top-m 个动作，例如下图中

​ 。接下来，sequential halving 将 200 次模拟的开销分为 ​ 个阶段进行分配。每

个阶段，所有动作都被分配​ 模拟次数。在每个阶段最后，有一半的动作被舍弃，另一半动

作进入下一个阶段。最终选择的动作即为​ 最高的动作。​

k > n

k = 362,n = 200 g + logits

m = 16 log ​(m) =2 4

​

log ​(m)m2

n

g + logits+ σ( ​)q̂

（图 4：Sequential Halving with Gumbel 算法在​ 时的示例。）​n = 200

代码示例​

以下为 sequential halving 的代码实现：​

https://github.com/opendilab/LightZero/blob/9105ec4127a74428d4b07c873831dbb3d96f4e8b/lzero/mcts/ctree/ctree_gumbel_muzero/lib/cnode.cpp#L1079


def get_table_of_considered_visits(max_num_considered_actions, num_simulation
    """Returns a table of sequences of visit counts.

    Args:
        max_num_considered_actions: The maximum number of considered actions.
            The `max_num_considered_actions` can be smaller than the number o
            actions.
        num_simulations: The total simulation budget.

    Returns:
        A tuple of sequences of visit counts.
        Shape [max_num_considered_actions + 1, num_simulations].
    """
    return tuple(
        get_sequence_of_considered_visits(m, num_simulations)
        for m in range(max_num_considered_actions + 1))
        
max_num_considered_actions = 4
num_simulations = 8
table = get_table_of_considered_visits(max_num_considered_actions, num_simula
print('table: ', table)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

• 此时得到的 table=((0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), (0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3), (0, 0, 0, 1, 
1, 2, 2, 3), (0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2))，​

• m=4 时，table[4]=(0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2），​

• 每个数字代表的是第几个阶段，0 是第 0 个阶段，1 是第 1 个阶段。所以四个 0 表示在第一个
阶段中，top4 的动作进行一次模拟，两个 1 表示 top2 的动作进行一次模拟，两个 2 表示 

top2 的动作进行一次模拟，所以最终 top4 的动作分别模拟了[3， 3， 1， 1]次。​

3.2 Improved policy 的构造方式​

上述过程中得到的​ 是从潜在的 improved policy 中得到的，为了将 improved policy 提取到策略

网络中，一种朴素的想法是通过如下 policy loss，更新 policy ​  以增大选择​ 的概率：​

A ​n+1

π A ​n+1

​ ​​L ​(π) = − log π(A ​)simple n+1 ​(10)

然而上述 policy loss 没有充分利用搜索中得到的信息。例如，搜索过程中为访问的动作提供的​ 实

际上反映了策略的回报期望，可以用于指导策略选择回报期望更高的动作。因此 Gumbel MuZero 中

利用了这一信息，构造如下 completedQ 值：​

q(a)



​ ​​completedQ(a) = ​ ​ ​{
q(a)

v ​π

if N(a) > 0

otherwise,
​(11)

其中已被访问过的节点的​ 已知，而未被访问过的节点则可以通过 value network 得到其回报期望

的估计​ 。此外，对于 off-policy data，作者提出了一种结合了​ 和其他已被访问节点的平均 Q 值

的方法：

q(a)

​v̂π ​v̂π

​ ​​

v ​  =   ​( ​) + ​ ​π(a)q(a)mix 1 + ​ N(b)∑
b

1
v̂π

​ π(b)∑
b∈{b:N(b)>0}

​ N(b)∑b

a∈{a:N(a)>0}

∑
​

(12)

此时，可以构造 improved policy 如下：​

​ ​​π = softmax(logits + σ(completedQ))′
​(13)

这里​ 为单调递增函数。为了将 improved policy 提取到策略网络中，更新策略网络的损失函数如

下：

σ

​ ​​L ​ = KL(π ,π)completed(π)
′

​(14)

在实验中，​ 函数设置为：​σ

​ ​​σ( ​(a)) = c ​ + ​N(b) c ​ ​(a)q̂ ( visit
b

max ) scale q̂ ​(15)

其中​  是最频繁访问的动作的访问次数。这一函数保证了当动作的访问次数逐渐增加时，

增大​ 的 scale，即逐渐减小先验策略的影响。​

​N(b)
b

max

​(a)q̂

3.3 非 root 节点的动作选择策略​

在先前工作 [7] 中已经证明，AlphaZero 在non-root节点上选择动作的过程可以看作一种正则化的策略

优化过程，因此作者考虑直接从 improved policy​ 中采样动作。然而，采样得到的动作是随机性

的，会给估计的 Q 值带来不想要的高方差。作者提出一种确定性的动作选择方法，使得选择动作​ ，

能够最小化 improved policy ​ 和选择动作​ 后导致的规范化的 visit counts 的距离：​

π′

a

π′ a

​ ​​

​ ​(π (b) − ​)
a

arg min
b

∑ ′

Normalized visit counts, if taking a.

​​

1 + ​ N(c)∑c

N(b) + I(a = b) 2

​

(16)

代数化简后得到：

​ ​​​(π (a) − ​N(b))
a

arg max ′

1 + ​∑b

N(a)
​

(17)

https://arxiv.org/pdf/2007.12509.pdf


这种确定性动作选择方法，使得选出各个动作的概率是与 improved policy ​ 的分布成正比，同时避

免了高方差。但是作者推荐只是在非 root 节点使用，而在 root 节点，Gumbel noise 的加入有助于在

学习的不同阶段探索不同动作，保证策略提升。

π′

4. 实验结果​

4.1 核心实验​

4.1.1 Go​

在围棋上，作者比较了 MuZero 及其变种在不同 simluation 次数下的效果，如图 5 所示。可以观

察到当 simulation 次数降低到 16 次及以下时，MuZero 方法无法学习到有效策略。而 Gumbel 

MuZero 在 simulation 次数仅为 2 时也能够稳定学习到较好策略。​

（图 5：在围棋中，MuZero 及其变种算法在不同模拟次数下的效果比较。其中 Gumbel 

MuZero 对 MuZero的改进为：在 root 节点上采用 Sequential Halving with Gumbel，且策略

更新目标为采用completedQ 的 improved policy。Replacement 表示在动作采样过程中进行

有重复采样的Gumbel MuZero。TRPO MuZero 表示采用TRPO正则项​ 的 

Gumbel MuZero。MPO MuZero表示采用MPO正则项​ 。Full Gumbel MuZero 

表示在Gumbel MuZero的基础上，非root节点采用 3.3 中确定性的动作选择。）​

KL(π,π ​)new

KL(π ​)new,π

4.1.2 Atari​

Atari 存在不同游戏的奖励尺度不同的问题。作者将 Q value 进行 max-min 归一化，并设置相关超

参数​ 。如图 6 左边所示，在 MsPacman 上，作者比较了 Gumbel MuZero 

和 MuZero 在不同 simulation 次数下的效果。Gumbel MuZero 在 simulation 次数仅为 2 的情况

下也可以稳定训练得到较好策略，同时，在 simulation 次数为 50 时可以达到 SOTA 效果。​

c ​ =visit 50,  c ​scale=0.1

另一方面，图 6 右边以 Beam Rider 环境为例，说明了 logits 中包含的信息的重要性。通过调节公

式 15 中的系数​ 可以控制 logits 和估计 Q 值的比例。从结果中可以观察到，当​ ，

即 logits 权重在合理的范围 时，Gumbel MuZero 的效果达到最优。这说明 logits 中包含了重要的

先验知识。

c ​scale c ​ =scale 0.1

https://github.com/opendilab/PPOxFamily/blob/main/chapter4_reward/chapter4_lecture.pdf


（图 6：（a）MuZero 和 Gumbel MuZero 在 MsPacman 上不同模拟次数的效果比较（b）

Gumbel Muzero 在 Beam Rider 上设置不同​ 的效果比较。）​c ​scale

4.2 Gumbel MuZero policy loss 与 原始 policy loss 的比较​

为了说明公式 14 中设计的策略损失的合理性，作者在围棋上比较了 simple loss 和 policy loss 

with completed Q-values。从图 7 左边可以观察到，在大多数场景下，simple loss 就足够达到较

好效果了。但当模拟次数较小（​ ）时，policy loss with completed Q-values 明显比 

simple loss 取得了更好效果。​

n = 2

而在图 7 右边，作者比较了 Gumbel MuZero 对采样动作的敏感度。当无重复地采样​ 个动

作时，由于所有的 simulation 次数都用于模拟仅有的这几个动作，导致学习速度相较于其他情况

更慢。在围棋实验中，作者一般将​ 设置为​ 。​

m = 4

m min(n, 16)

（图 7：（a）采用 simple policy loss 和 policy loss with completed Q value 的 Gumbel 

MuZero 在围棋上的效果比较（b）Gumbel MuZero 在不同采样次数下的效果比较。）​

图 8 说明了作者所构造的 policy loss with completed Q value 的效果。当 simulation 次数较小

时，以​ 为 Q value 的 policy loss 相较于仅用 value network 估计得到的​ 效果更好。​v ​mix ​v̂π



（图 8：Gumbel Muzero 采用 simple policy loss，policy loss with ​ 和 policy loss with 

completed Q value 在围棋上的效果比较。）​

​v̂π

4.3 Non-root 改进的影响​

图 9 展示了在非 root 节点上以不同策略选择动作的比较。Gumbel Muzero 选择类似于 MuZero 的

方法选择动作，而 Full Gumbel MuZero 选择了公式 17 中的方法选择动作。而 Stochastic non-

root 则是根据 improved policy 随机采样动作。可以观察到，确定性选择动作的 Gumbel Muzero 

和 Full Gumbel MuZero 相比于随机采样动作的 Stochastic non-root 更为稳定地达到较好效果，

这说明了随机采样动作存在方差过大的问题。

（图 9：在9x9 Go上，Gumbel MuZero 在非 root 节点上采取不同的动作选择策略的性能比较。其

中Gumbel MuZero 对MuZero在root节点的动作选择和策略更新目标上进行了改进。Full 

Gumbel MuZero 在 Gumbel MuZero的基础上，对non-root节点的动作选择也做了改进。

Stochastic non-root则在non-root节点上根据improved policy ​  随机性选择动作。）​π′

4.4 使用 Gumbel Noise 的影响​

图 10 左边展示了在不同 simulation 次数下，Gumbel MuZero 在 Q 值放缩过程中对于​ 的敏感

度。而右边则展示了在完全信息游戏中，Gumbel noise 带来的影响。可以观察到，由于围棋中的

信息是完全的，因此 MuZero 和 Gumbel MuZero 中的探索能够为效果带来明显提升，而 Gumbel 

noise 并没有呈现出明显影响。​

c ​vist



（图 10：（a）Gumbel Muzero 在 Q 值放缩过程中对于​ 的敏感度（b）在完全信息游戏中，

Gumbel noise 和探索带来的影响。）​

c ​vist

4.5 不同 simulation 数量的影响​

图 11 展示了训练时 simulation 次数的重要性。​

• 例如第一张图中，Gumbel MuZero 在 simulation 次数为 2 的设置下进行训练，分别在 
simulation 次数为 1，2，16，32，200，800 的设置下进行 evaluate。此时 evaluate 的 

simulation 次数增长并没有为 evaluate 的效果带来明显提升。​

• 而最后一张图中，Gumbel MuZero 在 simulation 次数为 200 的设置下进行训练，此时 evaluate 
在​ 时效果显著优于 simulation 次数较低的情况。​n > 200

• 这说明训练时的 simulation 次数决定了 evaluate 时不同​ 设置的性能上限。​n

（图 11：以不同 simulation 次数进行训练后得到的 Gumbel MuZero，在 evaluate 时，不同 

simulation 次数的效果比较。）​

5. 总结与展望​

总的来说，Gumbel MuZero 为 MuZero 在极少模拟次数的场景下的改进进行了探索，将 MuZero 的应

用扩展到了模拟消耗较大的场景中。其改进可以总结为：

• 在 root 节点上，通过 Gumbel-Top-k trick 采样动作以实现策略提升，再通过 Sequential Halving 
算法高效访问采样动作集合。



• 在策略更新过程中，结合 logits 和​ 的先验知识，构造 improved policy 为目标策略。​q(a)

• 在 non-root 节点上，以确定性的方式选择动作，这样的设计既避免了随机性选择动作带来的高方
差，又让选择动作的概率与 improved policy 成正比，从而近似AlphaZero中的PUCT动作选择算法

的效果。
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