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Abstract

Muchos problemas de optimizacidn utilizan permutaciones para representar solu-
ciones. Sin embargo, a pesar de su aparente simplicidad, las permutaciones pre-
sentan desafios significativos para los métodos de optimizacidn, especialmente
para los algoritmos Global Random Search (GRS). En particular, la restriccién de
exclusividad mutua presente en las permutaciones plantea un reto importante tanto
para el aprendizaje como para el muestreo de distribuciones de probabilidad.

Un enfoque alternativo implica el uso de funciones biyectivas sobre el espacio
de permutaciones (S,,) que permite transformar las soluciones codificadas como
permutaciones en representaciones de vectores enteros, conocidas como inversion
vectors. Aunque los inversion vectors existen desde hace décadas, carecen de
un marco general que proporcione una notacién unificada y completa. En este
articulo, presentamos una notacién unificada que permite recodificar todos los
posibles inversion vectors, y que sienta las bases para su caracterizacion. Por
ultimo, estudiamos el comportamiento de los algoritmos GRS cuando se utilizan
diferentes inversion vectors en diversos problemas de permutaciones.

1 Introduccion

Las permutaciones son vectores de elementos dentro de un conjunto finito, donde cada elemento
aparece exactamente una vez. Debido a su versatilidad, las permutaciones son fundamentales en
muchos problemas de optimizacién del mundo real [[1], ya que se utilizan para representar rutas,
ordenes, clasificaciones, emparejamientos y asignaciones. El Traveling Salesman Person Problem
(TSP), el Quadratic Assignment Problem (QAP), el Flowshop Scheduling Problem (PFSP)y el Linear
Ordering Problem (LOP), son algunos de los problemas mads representativos.

A pesar de su sencillez, las permutaciones se consideran una representacion particularmente compleja
de manejar para muchos algoritmos de optimizacién debido a varios factores: (1) son objetos
inherentemente restringidos, ya que requieren que cada elemento del conjunto codificado aparezca
exactamente una vez (la restriccién de exclusividad mutua), (2) cualquier dependencia entre los
elementos puede permanecer oculta debido a esta restriccion, y (3) el nimero de permutaciones
posibles crece exponencialmente con su longitud.

Los problemas de permutaciones representan un desafio importante para los algoritmos Global
Random Search (GRS) [2]]. Estos métodos se basan en un muestreo secuencial de distribuciones de
probabilidad, donde las soluciones de alta calidad extraidas de P; en la iteracion ¢ se utilizan para
construir la distribucién P, de la siguiente iteracién. La construccion de P;, y particularmente
su capacidad para muestrear soluciones relevantes para el problema, es un componente critico que
influye directamente en el comportamiento de los algoritmos GRS.
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Algunos de los paradigmas de optimizacién mds conocidos tales como la optimizacién Bayesiana,
model-based gradient search, y los algoritmos evolutivos como ant colony optimization, particle
swarm optimization y los Algoritmos de Estimacion de Distribuciones (EDAs) [3], pertenecen a la
clase GRS de algoritmos.

Como se menciond anteriormente, para que los algoritmos GRS optimicen eficazmente problemas
de permutaciones, es deseable que la base de las distribuciones P; sea el grupo simétrico S,,.
Cabe destacar que no todos los modelos probabilisticos que definen una distribucién sobre S,, son
igualmente adecuados para cada problema de permutaciones. Por ejemplo, aunque tanto el TSP como
el QAP representan soluciones como permutaciones, la naturaleza distinta de sus soluciones —rutas
en el TSP y asignaciones en el QAP— requiere diferentes modelos probabilisticos [4]].

Por este motivo, se han adoptado modelos especificos para el dominio de las permutaciones como el
modelo de Mallows (y sus versiones generalizadas)[Sl], Plackett-Luce [[6], Bradley-Terry [7] o las
matrices doblemente estocasticas [4]]. Todos ellos han demostrado rendimientos notables sobre los
problemas donde se han aplicado. Sin embargo, todos comparten una limitacién comun: implican
procesos numéricos costosos en las etapas de aprendizaje o muestreo.

En una linea de trabajo paralela, algunos estudios plantean utilizar funciones biyectivas en S,, para
transformar soluciones codificadas como permutaciones en representaciones alternativas de vectores
de nimeros enteros, donde la restriccién de exclusividad mutua no se aplica explicitamente [8]]. Estas
representaciones, conocidas como inversion vectors, codifican una permutacién de longitud n como
un vector entero de la misma longitud, donde el i-ésimo elemento del vector indica la cantidad de
elementos mayores (0 menores) que el :-ésimo elemento de la permutacién (o su inversa) ubicados a
su derecha (o izquierda).

El concepto de inversion vectors se remonta a los afios 1800 [9] y ha sido aplicado en numerosos
trabajos de optimizacién combinatoria [§8]]. Sin embargo, la literatura muestra una notable falta de
consistencia en las definiciones y notaciones para los diferentes tipos de inversion vectors. Diversos
estudios se refieren a los mismos tipos de inversion vectors utilizando terminologias y formalismos
distintos ([10] y [L1], o [12] y [13]]). Por dltimo, se ha observado que el uso de inversion vectors
afecta al rendimiento de los algoritmos de optimizacién, en ocasiones positivamente, en comparacion
con el uso directo de permutaciones en ciertos problemas [[14} [15]].

En este articulo, presentamos las siguientes contribuciones. En primer lugar, proporcionamos una
perspectiva unificada de todas las posibles codificaciones de inversion vectors para permutaciones,
definiendo formalmente todos sus tipos e introduciendo una notacién coherente que resuelve las in-
consistencias existentes en la literatura. En segundo lugar, establecemos transformaciones biyectivas
entre diferentes inversion vectors, lo que facilita la categorizacién y el andlisis de sus relaciones
y caracteristicas. Por udltimo, demostramos experimentalmente que el rendimiento del algoritmo
UMDA [16] (un EDA clésico) varia entre problemas segtin el inversion vector utilizado. Si bien exis-
ten trabajos previos similares [14,|15]], en este articulo relacionamos el rendimiento en optimizacién
con una categorizacion tedrica de las transformaciones biyectivas que presentamos en este trabajo.

2 Preliminares

Una permutacién de un conjunto finito es un vector que contiene todos los elementos del conjunto
dispuestos en un orden determinado. Por ejemplo, dado el conjunto S = {A, B, C, D}, una posible
permutacién es 0 = (B,C,D,A) o = (C,D, B, A). Siguiendo la convencién comin en la
literatura, las permutaciones se denotan con letras griegas mindsculas. Segun esta definicién, una
permutacion debe contener todos los elementos del conjunto, sin repetir ninguno, lo que se conoce
como la restriccion de exclusividad mutua.

Formalmente, una permutacion es una biyeccién de un conjunto S en si mismo, o : S — S. El
conjunto de todas las permutaciones de longitud n forma el grupo simétrico, denotado como S,,, y
su cardinalidad es n!. En el resto del articulo, consideramos permutaciones del conjunto 1,2, ..., n,
donde n es la longitud de las permutaciones. En este caso, el primer elemento de una permutacion es
o(1), y el dltimo es o(n). Asf, la permutacién identidad de longitud » se define como o(i) = i.

Una permutacién o puede componerse con otra permutacién m, denotdndose como 7 = g o7, y
definida por 7(i) = o(n(¢)). Es importante destacar que la composicién no es conmutativa, es decir,



o om# oo,y que la composicion de cualquier permutacion con la identidad e da como resultado
la misma permutacién: ¢ =g oe =eoo.

Alternativamente, la inversa de una permutacién o, denotada como o', satisface la propiedad
o(i) = j & o7 !(j) = iparatodoi,j € 1,...,n. Por ejemplo, dada ¢ = (3,1,2,4), su
permutacién inversa es 0~ = (2, 3, 1,4). Finalmente, la composicién de una permutacién con su
inversa siempre da como resultado la permutacién identidad: (coo0™! =071 oo =e).

3 Inversion Vectors: Notacion unificada

Los inversion vectors se remontan a [9]. Desde entonces, estas estructuras combinatorias han sido
definidas y referidas de diversas maneras. Por ejemplo, [[L7] y [1L1] se refieren a este tipo de inversion
vector como la tabla de inversion y el vector de inversion, respectivamente. Sin embargo, [18]] usa
los términos vector de inversion o tabla de inversion para un tipo diferente de inversion vector, que
[19] denomina right inversion vector. Ademads, lo que [19] llama left inversion vector es denominado
codigo Lehmer por [12].

Por otro lado, los trabajos de [20, 21]] y [22] sobre modelos probabilisticos de permutaciones se
refieren a la misma estructura como “un modelo de eleccién de componentes independientes” y lo
vinculan con la distancia Kendall-7 en permutaciones. De manera similar, [8] present6 el repetead
insertion model, apuntando también a una transformacion biyectiva de S,, como “un modelo de
eleccion”, pero sin mencionar las referencias y términos previos, algunos de los cuales datan de afios
atrds.

En respuesta al actual desacuerdo sobre la notacién y los formalismos relacionados con los inversion
vectors en la literatura, presentamos a continuacién una notacion clara para unificar todos los tipos
de "transformaciones biyectivas de S,," y nos referiremos a ellas con un tnico término: inversion
vectors. La definicion y notacidn propuestas buscan proporcionar una visién unificada y servir como
base para las contribuciones en las secciones siguientes.

Aunque existen variaciones en las definiciones de inversion vectors, todas coinciden en la siguiente
descripcion: dada una permutacién o, el i-€simo elemento de cualquier tipo de inversion vector
cuenta el nimero de elementos en o (0 o~ 1) que son mayores (0 menores) que o (i) (0 o~ 1(i)) a su
derecha (o izquierda).

Por ejemplo, los inversion vectors de [19] y [12] son aquellos cuyo i-ésimo elemento cuenta el
nimero de elementos en o mayores que () a su izquierda y se expresan matematicamente como

V23G) =S 1) > o (i), 0

i=1

donde I es la funcién indicadorﬂ Siguiendo este enfoque, dada la permutacién o = (2, 3,1, 4), el
vector de inversién correspondiente es (0,0, 2,0). Denotamos este vector de inversién especifico

como %7;, para sefialar que cada elemento del vector cuenta los elementos mayores (denotado por
el superindice ) que o (4) en o (denotado por el subindice o) a su izquierda (indicado por la flecha
<+ sobre V). De manera similar, un vector de inversion que considera los elementos menores a la

derecha de o (como los de [9]], [IL8]], [[19]) se denota como 7;
El inversion vector de una permutacién o también puede considerar las relaciones entre los elementos
en o' (ver [17, 11, 20, 21, 22])). Por ejemplo, la Ec. redeﬁnida para considerar los elementos
mayores en o', en lugar de o, seria referida como ~_. y definida formalmente como
J
S =D To (@) > o7 ()] 2)

i=1

En este caso, dada la permutacién o = (4, 1, 3, 2), su permutacién inversa es 0! = (2,4,3,1), y
V> =(0,0,1,3).

!Cuando la condici6n interna se cumple, el valor de la funcién es 1, de lo contrario es 0.



Tabla 1: Transformaciones en forma cerrada entre todos los posibles inversion vectors definidos en la
Seccién [3] Cada celda (j, k) de la tabla presenta la ecuacién que relaciona elemento por elemento
el inversion vector de su columna k con el de su fila j. Las celdas marcadas con ‘?” indican casos
donde las transformaciones biyectivas atn no han sido descubiertas.

To \ FROM V{fﬂ v Vj,‘ Vs ﬁj. v ?j 1

Vs Vi) |i-1-V20) | o)-V2.6) | o@)-Vs@) | i-1-V.0@) |o@)-n+Vz@)+i|o)+V2.(06)-n+i
<, ? | i—1-V2.0) | ic1-V5@ @) | o'0)-Vi.w | ? | o720 —n+ V2.6) +3
vz Vo) —o+i-1| Vi@ -o+i-1]| V@)  |n-1-06)-V30) | n-V32.(00) o) -1
Vi, Vseti) | Ve -ot@+i-1 | ? | n—1-07'(0)- V3.0
Vs V(@) oG —i+1] n—i-Vi@) | n-i-V2.(0()
Vil ? | ni 72,0
” Ve

Cabe sefialar que la notacién del vector que hemos proporcionado esta sujeta a la variacion de tres
elementos (0 0 01, - 0 —, y > 0 <). Por lo tanto, el niimero total de vectores posibles que se
%eden implementar es ocho. Especificamente, todos los tipos de inversion vectors se denotan como:

< < > > < 7<
o o1 o o—1» o o—1» g—sy

4 Biyecciones entre Inversion Vectors

Dadas las definiciones mencionadas, podria pensarse que algunos inversion vectors comparten
propiedades andlogas. Por ejemplo, uno podria suponer que “contar los elementos menores a la
izquierda” seria equivalente a “contar los elementos mayores a la derecha”. En consecuencia, el
objetivo de esta seccion es caracterizar tedricamente las posibles propiedades y relaciones entre todos
los inversion vectors definidos en la Seccion[3] Para ello, en la Tabla[[jmostramos las transformaciones
de cada definicién de inversion vector (columnas) hacia las demds (filas). Es importante sefialar
que solo se presenta la diagonal superior y que la diagonal de la matriz ha sido eliminada, ya que la
transformacion de un inversion vector hacia s{ mismo estd dada por la funcién identidad.

A continuacion, identificamos cuatro categorias distintas de biyecion de entre las ocho posibilidades
(ver colores en las celdas de la Tabla[T):

Categorl’a « incluye las biyeciones entre pares de inversion vectors en los que la conversion de un
espacio a otro ocurre sin hacer referencia explicita a la permutacién subyacente ¢ que codifican.

Estos pares son {V (V>} {V< 1 V>_1} {7 7>} y {7<_1 : 7 , }, y estdn marcados en
verde en la tabla. Es importante destacar que, en cada par, se encuentran biyeciones de inversion
vectors con el signo de comparacién opuesto.

Categoria  incluye las biyeciones que requieren sumar o restar el i-ésimo elemento de la per-
mutacién sub%racente que los inversion vectors codifican. En este caso, estin agmpados en las ternas

(Ve Vs Vo (V2 Ve Ve (Ve V<, V>0 y (V2. V<., V>, ). marcados

en azul en la tabla.

o

Categoria v agrupa las biyeciones a partir de las cuales se puede transformar un vector de una
definicidn a otra solo reordenando los elementos de los vectores. Esta categoria estd formada por

los pares {i7 V< Sah {7< - 7> s {(‘7> 7<,1} y {7 VJ,I}, que estdn marcados en
naranja en la tabla. Es importante sefialar que los primeros dos pares estdn compuestos por los
inversion vectors con el mismo signo y direccién (solo en el caso de elementos menores a la izquierda
y mayores a la derecha), que codifican la permutacién inversa. Los otros dos pares estan formados
por las transformaciones restantes, donde cada una se empareja con su transformacién opuesta.

Este grupo es clave para resolver las biyeciones de la siguiente categoria, ya que estas pueden
encontrarse mediante las ecuaciones que combinan los grupos a 'y 8 con «y. Para este proceso,



también hemos utilizado las biyeciones que corresponderian a la diagonal inferior de la Tabla|[I}

Categoria d es similar a la anterior, ya que agrupa transformaciones que requieren reordenar el
vector, aunque también abarca transformaciones que requieren simultdneamente reordenar y sumar o
restar los elementos de la permutacién subyacente. La categoria estd formada por ocho biyecciones,
marcadas en rojo en la tabla, una para cada transformacién. Un subconjunto estd compuesto por la
transformacién en cuestion y todas las transformaciones con la permutacién inversa que codifican,
excepto aquella con la misma direccién y orden; por lo tanto, todos los subconjuntos tienen una

cardinalidad de 4. Por ejemplo, uno de esos subconjuntoses V' =, V=, V> V< .
[ea (o2 g

S Impacto en el rendimiento de los EDAs

El objetivo de esta seccidn es evaluar el rendimiento de las ocho transformaciones descritas en la
Seccion [3|cuando se aplican para optimizar problemas de permutaciones en el contexto de algoritmos
GRS. En particular, utilizaremos como ejemplo el Univariate Marginal Distribution Algorithm
(UMDA)[[16], un EDA clésico, y los problemas de permutaciones que se empleardn como banco de
pruebas son el PFSP [23]], QAP [24]] y LOP [25]].

Concretamente, se ha utilizado la misma configuracién del algoritmo UMDA para probar las ocho
transformaciones: la poblacién se compone de 100 soluciones, donde la mitad de las mismas se
truncan para estimar la distribucién de probabilidad y, en cada iteracion, se muestrean 100 soluciones
nuevas. El criterio de parada se limita a 100 iteracionesﬂ; y se realizan 30 repeticiones con diferentes
semillas aleatorias para cada par instancia - inversion vector.

Se han seleccionado, sin experimentacion previa, tres instancias de referencia para cada problema,
con tamafios que varfan entre 20 y IO(ﬂ

Los resultados se presentan en la Figura[I]en dos formas: (1) gréficos de convergencia que muestran
el mejor valor de la funcién objetivo encontrado por los ocho algoritmos en los tres problemas (filas)
y los tres tamaiios de instancias (columnas), y (2) la densidad del mejor valor objetivo normalizado
alcanzado por cada algoritmo, agregada a través de las instancias de cada problema.

En los graficos de convergencia, observamos que solo aparecen tres curvas debido a las superposi-
ciones significativas en los resultados. Especificamente, hemos identificado tres grupos de resultados:

A, By C. El grupo A corresponde a los algoritmos implementados con (‘7>a y <I7<a. El grupo B

estd compuesto por V>0 y 7<a, mientras que el grupo C incluye las cuatro biyecciones restantes,
es decir, aquellas que utilizan 0. Estos grupos de resultados también se reflejan en las graficas de
densidad.

Las superposiciones de los algoritmos en los grupos A y B son completamente coherentes con las
transformaciones presentadas en la Tabla[T|(ver celdas en verde). Es importante destacar que las trans-

formaciones v>a y V <o capturan la misma informacién. De manera similar, las transformaciones
7>a y 7<o también representan la misma informacién. Como resultado, cuando se aprenden
probabilidades marginales de primer orden (como en el caso del UMDA), la probabilidad de una

solucién o es la misma bajo los inversion vectors del grupo A, y 1o mismo ocurre con los inversion
vectors del grupo B. Al considerar una muestra de permutaciones, la probabilidad marginal de primer

2Cabe destacar que el propésito de este experimento es analizar el comportamiento del EDA; por lo tanto,
la optimizacidn se limita a 100 iteraciones, donde se logra en la mayoria de las ocasiones la convergencia del
algoritmo.

3Las instancias de referencia especificas son tai20_5_8, tat50_10_8, tai100_20_8 para el PFSP [26],
chr20a, taidbe01, skol00a para el QAP [27], y N — beT5eec, N — stabu70, N — usa79 para el LOP [25].
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Figura 1: Comparacién en términos del mejor valor de la funcién objetivo (fitness) encontrado por
el UMDA para diferentes representaciones de inversion vector. Cada fila muestra los resultados
obtenidos en el mismo problema de optimizacién combinatoria: de arriba a abajo, PFSP, QAP y
LOP. Las tres primeras figuras (de izquierda a derecha) de cada fila muestran, para instancias de
diferentes tamafios, el mejor fitness en cada iteracion del UMDA sobre los distintos inversion vectors.
En estos graficos, las lineas representan la media y los contornos indican la desviacién estdndar
de 30 repeticiones. La figura mds a la derecha de cada fila presenta la densidad del mejor fitness
normalizado alcanzado al usar diferentes inversion vectors en las instancias mostradas a su izquierda.
Finalmente, en el caso del PFSP y QAP, un menor fitness es mejor, mientras que en el LOP, un mayor
fitness es preferible.

orden de los inversion vectors v; y v; que codifican una permutacioén o es idéntica, derivindose

de la biyeccidn entre ellos. En este caso, se cumple que P(vi (t)y=4)= P(vj (1) =i—-1-7).

El rendimiento de UMDA bajo los inversion vectors que consideran o~ ! siempre es superior al
obtenido con aquellos que consideran o, lo cual resulta algo contra-intuitivo desde una perspectiva
de optimizacién. Es importante resaltar que las tres funciones objetivo empleadas en este estudio
consideran la solucién de entrada 0 como una permutacion de los objetos del problema (como fébricas,
filas, trabajos, etc.). Sin embargo, la inversa de o, o1, reinterpreta la permutaciéon como un ranking
de dichos elementos. El cilculo del valor objetivo de una solucién en su forma de ranking tiene una
complejidad mayor en comparacidn con la interpretacion directa de la permutacién. Retomaremos
esta idea en la siguiente seccidn para tratar de explicar este fenémeno.

En cuanto a las biyecciones que utilizan o, es decir, los grupos A y B, observamos que el algoritmo
obtiene mejores resultados con las que consideran los elementos a la derecha (V' 5y V') en lugar

de aquellas que los consideran a la izquierda (V; y Vg), excepto en el caso del QAP, donde el
rendimiento es el mismo en ambos casos.

6 Analisis de Resultados

Como se menciond en la seccion anterior, en algunos casos los resultados observados fueron consis-
tentes con las definiciones proporcionadas. Sin embargo, el hecho de que los mejores resultados sean
obtenidos por las transformaciones biyectivas que utilizan o~! no parece tener sentido (grupo de
resultados C). Esta seccion se dedica a abordar esta cuestion. Para ello, a continuacion realizamos una
serie de estudios, que van desde la verificacién de la correccién de los algoritmos hasta el andlisis de
por qué los inversion vectors que consideran o~ ! capturan mejor las caracteristicas que contribuyen
a la calidad de las soluciones.

6.1 Estudio 1: Recuperacion del modelo

El propésito de este estudio es doble. Por un lado, buscamos verificar la correccién de los métodos
de aprendizaje y muestreo al recuperar un modelo probabilistico. Por otro lado, también pretendemos



analizar cudntas muestras son necesarias para recuperar el modelo probabilistico bajo cada transforma-
cidn biyectiva. En ese sentido, hemos creado un grafico para cada problema utilizando una instancia
de n = 50 (ver Figura [2), para la que hemos generado una muestra de 150.000 permutaciones,
seleccionando las 5.000 mejores segtn las funciones objetivo correspondientes en cada casq’| y
construido el modelo de probabilidad de referencia (matriz de frecuencias). Luego, realizamos una
iteracién de muestreo-aprendizaje con diferentes tamafios de muestra. En cada caso, calculamos la
distancia de Frobenius entre el modelo de referencia y el generado en la iteracion. Cada ejecucion se
llevé a cabo para las ocho transformaciones biyectivas estudiadas en este trabajo y se repitié cinco
veces para evaluar la estocasticidad del experimento.

LOP QAP PFSP
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Figura 2: Gréficos de recuperacion para una instancia aleatoria del LOP, QAP y PFSP. En cada
grafico, se han agregado cinco repeticiones del experimento con las ocho transformaciones.

Los resultados presentados en la Figura[2] muestran que (1) los métodos de aprendizaje y muestreo
son correctos, ya que la diferencia tiende a cero conforme aumenta el tamafio de la muestra, y (2)
todas las transformaciones recuperan los modelos de manera similar, es decir, no se observa una
capacidad diferenciada entre las transformaciones para recuperar el modelo de referencia.

6.2 Estudio 2: Propagacion de la calidad

Si un modelo es adecuado para optimizar un problema determinado, esperamos observar que la
calidad de las soluciones muestreadas mejore a lo largo de las iteraciones. Para ello, para cada par
instancia/modelo, trazamos los valores objetivos registrados durante una ejecucion cada 10 iteraciones
en un grafico de densidad. Las curvas representan las diferentes iteraciones, de 0 a 50 (con un paso
de 10 iteraciones). Para asegurar que la muestra inicial tuviera soluciones de "calidad suficientemente
buena", y de manera similar al estudio anterior, generamos una muestra de 150.000 soluciones y
seleccionamos las 5.000 mejores.

La dltima columna de la Figura 3| presenta los resultados observados en una instancia del LOP (los
resultados para QAP y PFSP fueron similares y se han omitido debido a limitaciones de espacio).

En la Figura[3] es evidente que las transformaciones del grupo C lograron una mejora notable en los
valores objetivos de las soluciones muestreadas a medida que avanzaban las iteraciones, mientras que
dicha mejora es mucho menos evidente para los modelos de los grupos A y B. Considerando que los
modelos iniciales en el experimento fueron aprendidos a partir de la misma seleccion de soluciones,
la Figura [3|también muestra que las transformaciones del grupo C permiten una mejora més rapida y
significativa de la calidad de estas muestras iniciales. En contraste, los modelos de los grupos A y B
tienen mds dificultades para mejorar las mismas muestras iniciales dentro del mismo presupuesto de
iteraciones. De hecho, parece que el modesto progreso observado en las ejecuciones A y B proviene
principalmente de la presion de seleccidn, mds que del modelo en si.

En resumen, aunque las transformaciones del grupo C parecen presentar patrones de probabilidad
menos directamente alineados con la intuicién inicial basada en o y tienen la correlacién mas baja
con la funcién objetivo de los problemas (segin nuestra interpretacion expuesta en la Seccién [5),
resultan ser mas efectivas que las demds.

“Las instancias para cada problema se han generado muestreando los pardmetros correspondientes de manera
uniforme.
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Figura 3: Las primeras tres columnas presentan los graficos de heat maps de las probabilidades
marginales en las iteraciones 0, 25 y 50. Los resultados de la primera fila corresponden a un grupo de

resultados. Especificamente, las transformaciones V <o, V <oy :,1 han sido seleccionadas de

los grupos de resultados A, B y C, respectivamente. La columna més a la derecha muestra los graficos
de densidad de los valores objetivos del LOP (instancia aleatoria de tamafio n = 50) registrados cada
10 iteraciones (empezando desde la iteracion 0) utilizando las mismas biyecciones en cada grupo.

6.3 Estudio 3: Visualizacién de probabilidades marginales

Para tener una visién mas detallada de los modelos generados en cada iteracién y entender las razones
por las cuales las transformaciones del grupo C tienen un mejor rendimiento, en la Figura 3] también
presentamos las matrices de probabilidad en forma de heat map. Especificamente, y siguiendo la
linea del estudio de ablacién previo, nos hemos centrado en instancias aleatorias del LOP, y hemos
visualizado los heat map de la matriz de probabilidades en las iteraciones 0, 25 y 50, para tres

transformaciones diferentes, una por grupo: v<a, 7<0', y ?;,1.

Se observa que la entropia del modelo es mucho mds baja para la transformacién del grupo C,
especialmente en las iteraciones 25 y 50. En estos casos, la probabilidad es mucho més dispersa para
los grupos A y B. Esto se debe a que, en el caso del grupo C, el grado de convergencia del modelo es
mayor, y es logico pensar que las soluciones proporcionadas para el aprendizaje son mas homogéneas.
Este comportamiento es consistente con la menor varianza observada en los graficos de densidad en
el lado derecho del mismo gréfico.

Por otro lado, los heat maps generados para el grupo C presentan ciertos patrones horizontales que no
se observan en los casos A y B. Al observar el mapa de calor de la iteracién 50 para el grupo C, vemos
que la probabilidad de los valores en cada posicidn se concentra en un conjunto de valores sucesivos
enelrango 0,...,n — 1 (lo mismo ocurre en las otras iteraciones). Por ejemplo, la distribucién de
probabilidad para la posicidn 48 concentra la masa de probabilidad entre las posiciones 10y 16. En
cambio, en los casos A y B, se observan patrones diagonales, claramente influenciados por el hecho
de que A y B utilizan o, mientras que el caso C considera o~ ! en la transformacion.

7 Discusion

Los experimentos realizados revelaron que cuando se utilizan inversion vectors que emplean la
versién o~ ! de la solucién, el algoritmo tiene un mejor rendimiento, converge més rdpido y el modelo
captura mejor la informacién que hace buenas las soluciones (en la mayoria de los casos observados,
excepto en QAP, donde no hubo diferencias relevantes entre una opcién y otra). Esto implica que, si
usamos la representacidn o, que es la que proporcionamos como entrada a las funciones objetivo, es
conveniente reinterpretar la solucién mediante la inversa, o', y luego aplicar la transformacion.



La razén de este fenémeno puede estar en el siguiente hecho. Cuando usamos una transformacién
biyectiva del tipo descrito en este articulo, recodifica la permutacién mediante la suma de ocurrencias
de ciertos elementos a la izquierda (o a la derecha) que son mayores (o menores). De hecho, la
recodificacion requiere que los elementos que aparecen en la permutacion tengan un cardcter ordinal,
ya que debemos hacer comparaciones de tipo mayor/menor.

Parece que esta propiedad es cierta tanto cuando usamos o como cuando usamos o~ !; sin embargo,

no es asi, y esto puede deberse a la definicién misma de la permutacién que damos en la Seccién[2] La
representacion o almacena en cada posicion de la permutacion las etiquetas de los trabajos, es decir,
o(i) = j, donde j se refiere al trabajo j. Sin embargo, su inversa almacena la posicién (clasificacion)
en la que los trabajos deben ser procesados, es decir, o~ (i) = j se refiere a la posicién en la que debe
procesarse el trabajo i. Calcular la transformacién biyectiva de la permutacién o1 es completamente
factible, ya que un ranking es un conjunto de enteros (y por lo tanto operaciones tipo mayor/menos
son posibles de llevar a cabo). Sin embargo, en el primer caso, donde la permutacién o contiene las
etiquetas de los trabajos, la aplicacién de una transformacion biyectiva puede carecer de sentido. Por
ejemplo, supongamos que los trabajos estdn etiquetados con nombres de personas, “Juan”, “Miguel” y
“Manolo”; ;qué sentido tendria calcular cudl es mayor (0 menor) a la izquierda (o derecha)? Creemos
que este es el motivo por el cual los algoritmos que emplean o en las transformaciones no funcionan
correctamente.

8 Conclusion

Los inversion vectors han sido conocidos durante décadas y representan una valiosa alternativa a las
permutaciones para codificar problemas de optimizacién combinatoria, ya que las transformaciones
son biyectivas y no requieren cumplir con la restriccién de exclusividad mutua que generalmente
se impone en las codificaciones tradicionales. No obstante, muchos trabajos en la literatura han
definido los inversion vectors (incluyendo este) de maneras diferentes, lo que ha generado confusién
y desacuerdo sobre su definicién, nomenclatura y uso.

Este articulo proporciona definiciones formales y una notacién unificada para todos los tipos de
codificacion de inversion vector. Ademads, se presenta una tabla con las transformaciones biyectivas
entre todos los tipos de inversion vectors, que se utiliza para caracterizar algunas de sus propiedades
y los diferentes grupos que los conforman. A través de experimentos empiricos, mostramos que
el rendimiento del UMDA [[16] varia entre problemas dependiendo del inversion vector utilizado.
No solo eso, sino que también verificamos que, por defecto, las transformaciones que utilizan ¢ ~*
ofrecen mejores resultados, probablemente debido a su idoneidad para ser modeladas en un proceso
de optimizacion.

Aunque creemos que este articulo representa un avance significativo en la comprensién de los
inversion vectors en el contexto de la optimizaciéon combinatoria, algunas preguntas clave atin
permanecen abiertas. En particular, la Tabla|l|sigue incompleta y cuatro transformaciones ain no
han sido resueltas. Finalmente, tanto el andlisis tedrico como empirico de este trabajo es preliminar.
Creemos que investigaciones futuras en esta direccién proporcionardn conocimientos fundamentales
sobre los problemas basados en permutaciones, lo que abrird nuevas oportunidades para la mejora de
algoritmos de optimizacién combinatoria.

Referencias

[1] Paz Perez-Gonzalez and Jose M Framinan. A review and classification on distributed permutation flowshop
scheduling problems. European Journal of Operational Research, 312(1):1-21, 2024.

[2] A.A. Zhigljavsky. Theory of Global Random Search. Mathematics and its Applications. Springer Nether-
lands, 1991.

[3] P. Larrafiaga and J.A. Lozano. Estimation of distribution algorithms: A new tool for evolutionary
computation, volume 2. Springer Science & Business Media, 2001.

[4] Valentino Santucci and Josu Ceberio. Doubly stochastic matrix models for estimation of distribution
algorithms. In Proceedings of the Genetic and Evolutionary Computation Conference, pages 367-374,
2023.



[5

—

[6

—_

[7

—

[8

—

[9

—

(10]
(11]

[12]
(13]

[14]

[15]

(16]

[17]

(18]

(19]

(20]

(21]

[22]

(23]

[24]

[25]

(26]

[27]

Josu Ceberio, Ekhine Irurozki, Alexander Mendiburu, and Jose A Lozano. A distance-based ranking
model estimation of distribution algorithm for the flowshop scheduling problem. IEEE Transactions on
Evolutionary Computation, 18(2):286-300, 2013.

Josu Ceberio and Valentino Santucci. Model-based gradient search for permutation problems. ACM
Transactions on Evolutionary Learning and Optimization, 3(4):1-35, 2023.

Joan Alza, Josu Ceberio, and Borja Calvo. Balancing the diversification-intensification trade-off using
mixtures of probability models. In 2018 IEEE congress on evolutionary computation (CEC), pages 1-8.
IEEE, 2018.

Jean-Paul Doignon, Aleksandar Peke¢, and Michel Regenwetter. The repeated insertion model for rankings:
Missing link between two subset choice models. Psychometrika, 69(1):33-54, 2004.

HA Rothe. Ueber permutationen in beziehung auf die stellen ihrer elemente. anwendung der daraus
abgeleiteten satze auf das eliminationsproblem. Sammlung Combinatorisch-Analytischer Abhandlungen,
pages 263-305, 1800.

Jan Van Leeuwen. Handbook of theoretical computer science. Mit Press, 1990.

Sriram Pemmaraju and Steven Skiena. Computational discrete mathematics: Combinatorics and graph
theory with mathematica®. Cambridge university press, 2003.

Monsieur Lothaire. Algebraic combinatorics on words, volume 90. Cambridge University Press, 2002.

Vincent Vajnovszki. A new euler—mahonian constructive bijection. Discrete Applied Mathematics,
159(14):1453-1459, 2011.

Mikel Malagén, Ekhine Irurozki, and Josu Ceberio. Alternative representations for codifying solutions
in permutation-based problems. In 2020 IEEE congress on evolutionary computation (CEC), pages 1-8.
IEEE, 2020.

Mikel Malagén, Ekhine Irurozki, and Josu Ceberio. A combinatorial optimization framework for
probability-based algorithms by means of generative models. ACM Transactions on Evolutionary Learning,
4(3):1-28, 2024.

M. Pelikan and H. Miihlenbein. Marginal distributions in evolutionary algorithms. In Proceedings of the
International Conference on Genetic Algorithms, pages 90-95, 1999.

Donald Ervin Knuth. The art of computer programming, volume 3. Addison-Wesley Reading, MA, 1973.
Kapil D Joshi. Foundations of discrete mathematics. New Age International, 1989.

Cristian S Calude, Michael J Dinneen, and Vincent Vajnovszki. Proceedings of 2003 discrete mathematics
and theoretical computer science (dmtcs): 4th international conference. 2003. Generating Gray codes... (p.
81).

Michael A Fligner and Joseph S Verducci. Distance based ranking models. Journal of the Royal Statistical
Society: Series B (Methodological), 48(3):359-369, 1986.

M. A. Fligner and J. S. Verducci. Multistage ranking models. Journal of the American Statistical
association, 83(403):892-901, 1988.

Douglas E Critchlow, Michael A Fligner, and Joseph S Verducci. Probability models on rankings. Journal
of mathematical psychology, 35(3):294-318, 1991.

Ali Allahverdi, Chi To Ng, TC Edwin Cheng, and Mikhail Y Kovalyov. A survey of scheduling problems
with setup times or costs. European Journal of Operational Research, 187(3):985-1032, 2008.

T. C. Koopmans and M. Beckmann. Assignment Problems and the Location of Economic Activities.
Econometrica, 25(1):53, 1957.

Rafael Marti, Gerhard Reinelt, and Abraham Duarte. A benchmark library and a comparison of heuristic
methods for the linear ordering problem. Computational Optimization and Applications, 51(3):1297-1317,
2012.

Eric Taillard. Benchmarks for basic scheduling problems. european journal of operational research,
64(2):278-285, 1993.

Rainer E Burkard, Stefan E Karisch, and Franz Rendl. Qaplib—a quadratic assignment problem library.
Journal of Global optimization, 10:391-403, 1997.

10



	Introducción
	Preliminares
	Inversion Vectors: Notación unificada
	Biyecciones entre Inversion Vectors
	Impacto en el rendimiento de los EDAs
	Análisis de Resultados
	Estudio 1: Recuperación del modelo
	Estudio 2: Propagación de la calidad
	Estudio 3: Visualización de probabilidades marginales

	Discusión
	Conclusión

