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摘要：对广义凸损失函数和变高斯核情形下正则化学习算法的泛化性能展开研究．其目标是给 

出学习算法泛化误差的一个较为满意上界．泛化误差可以利用正则误差和样本误差来测定． 

基于高斯核的特性，通过构构建一个径向基函数 (简记为RBF)神经网络，给出了正则误差的 

上界估计，通过投影算子和再生高斯核希尔伯特空间的覆盖数给出样本误差的上界估计．所获 

结果表明，通过适当选取参数 和 A，可以提高学习算法的泛化性能． 
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1 引言 

学习算法的泛化性能分析是当前学习理论研究的热点之一．Vapnik and Chervonenkis[ ] 

首先从统计学的观点研究了分类学习算法的泛化性能．随后，多种不同的理论工具被用于学 

习算法的泛化性能研究中，尤其是分类 (二值函数学习)和回归 (实值函数学习)学习问题． 

本文根据RBF神经网络的性质和再生高斯核希尔伯特空间的覆盖数理论，对广义凸损失函 

数和变高斯核情形下的正则化学习算法进行理论分析，得到正则化学习算法泛化误差的上界 

估计．目前已有不少学者研究了学习算法的泛化性能，如文献 『2—4]_然而，由于未知范数的 

等价关系，泛化误差研究成为一个公认的难题，自然会问，如何估计泛化误差的上界?本文 

通过估计变高斯核再生核希尔伯特空间的范数，及利用高斯核函数的特殊性质，构造目标函 

数一个好的逼近，得到泛化误差的上界估计．具体来说，利用高斯函数构建可逼近 『一1，1]d 

上连续函数的一个 RBF神经网络，并将逼近结果应用于泛化误差的上界估计． 

众所周知，RBF神经网络是一个万能逼近器，即，紧致集上的任意连续函数都可以用 

RBF神经网络来逼近 (见文献 f5—6】)．然而，他们仅考虑了RBF的收敛性质．对多变量连续 

函数有些学者利用相关算子研究了收敛速率，然而在参数选择和算法实现上都存在困难．本 

文构建了一个具体的高斯RBF神经网络，其参数可以计算得到． 

令 X：[一1，1 和 y= ∈ ， }c ，其中 M >0．设 P是 =X ×Y上的一 

个未知概率分布．z 表示由n个依据分布P独立抽取随机样本点的集合．用Px，p(ylx)分 

别表示 p的边缘概率测度和条件概率测度．设核函数 K ：X×X一 是连续、对称、半正定 
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的，即，对于 { ， 2，⋯ ，x z}c X，矩阵 ( ( i， )) 
，J 1是半正定的．称此核为 Mercer核． 

再生核希尔伯特空间(RKHS)7-／K(见文献 [7-12])，定义为函数集{ =K(x，·)： r∈ }的 

线性组合张成的闭包．用 (·，·)K表示内积， (K ，K )K=K(茁， )，称 

( ，，) =，( )，Vx∈X，f∈7-tK (1．1) 

为核 的再生性． 

令 c(x)表示 x上的连续函数集合．由(1．1)式知 

，ll。。 ~llfllK， vf∈7-／K． (1．2) 

其中 =sup VK(x， )． 
xEX 

Mercer核已经被应用于许多学习算法中，而高斯核 ( ，Y)=exp{一IIx一训。／(2 ))作 

为可变核的一个特例．Xiang和 Zhou[坞]在 Sobolev光滑条件下，利用傅里叶分析研究了变 

高斯核正则化分类算法的收敛速率．文献 [14]分析了可变核学习算法的收敛性能．尤其在回 

归函数满足 lipschitz条件时，Ye和 Zhou在文献 [15】中研究了黎曼子流形 上变高斯核 

学习算法的泛化性能． Maiorov[ ]利用假设空间的熵和网络的逼近性能研究神经网络学习 

算法的收敛性．本文在目标函数满足 Lipschitz条件下研究高斯 RBF神经网络正则化学习算 

法的泛化性能． 

记 

7-( =span{K ( ，·)： E【--1，11 }． 

定义 1．1 设 ： ×X×y一[0，∞)为一个广义凸损失函数．如果 

sup
．f~ft xE

su

，

p
f 6BM xEX yEY oo 

< 。。， 

，， ， ， 一 J lI 

则称 是局部 Lipschitz连续的函数，其中，BM={．厂：sup I．厂( )I (4d+1)M+5dC+13}， 

为 Lipschitz常数． 

函数 ，： —y的泛化误差定义为 

厂 

E(f)=／ (．厂， ，y)dp． (1．3) 
J Z 

我们在所有可测函数集合中把使得 (1．3)式达到最小的函数记为 ，即 

r 

j；=a1gfm．Xi n j X Y ，y)dP· 

本文假设函数 存在且损失函数 是关于f(x)的单调递增函数． 

假定 (Zhou和Jetter[n】)存在 ∈[0，1]和常数C1>0使得下式成立 

E{( (，， ， )一 ( ， ， )) ) c1( (，)一 ( )) ，vf∈7-／ ． 

对于 =0和 C1=M ，这个假定总是成立的．本文仅考虑 =1的情形 

定义可变核正则化学习算法 

，z， =，z， ， ：arg min{l~ c，， ， t + -·， )． 
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函数 _厂的经验误差定义为 

因此 

(，)= ) 
z= l 

，z， =，z arg
，
m in { (．厂)+刈，ll ) (1．4) 

其中 0为正则化参数．该参数通常依赖于样本容量礼，即，入= (礼){ li mo (佗)=0·对于 

X∈X，我们总假设 l ( )l M． 

定义 1．2(Wu，Ying和 Zhou[ 】) 对于可测函数空间 f：X— ，定义其投影算子如下 

f(x)>M， 
一 M f(x) M， 

／(x1<一M． 

算法 (1．4)的有效性是通过逼近函数 丌M(，z， )和最优函数 之间的均方误差来度量 

为了界定泛化误差，需要定义残差 

／{ (丌M(，z， )， ， )一 ( ， ， ))dp= (丌M(，z， ))一 ( ) J 
Z 

本文目标是理解学习算法 (1．4)的泛化性能以及对应参数 的选取．文献[17】通过选取 

合适的参数 研究了支持向量机分类器的泛化性能． 

为了获得泛化误差的上界估计，函数 需满足一些光滑性条件． 

对于C>0，X，Y∈[一1，1]d，若函数．厂： 一 满足 

lf(x)一f(y)l Il —Y 

则称f∈Lipc1．对 0，定义函数 ．厂的连续模 

(，， )= sup If(x)一f(y) 
，yE[一1，1] ，ll 一 II 

由f∈Lipc1，推知 

(，，t) Ct． 

众所周知，高斯 RBF神经网络在许多领域扮演了重要的角色，其定义如下 

G )= xp(_业 )jJ EM
m  

、 

其中，Mm={ = 1，J2，⋯， d)：J％=0，1，2，．一，m一1， =1，2，⋯，d)， J∈ ， ∈[一1，1] ． 

明显地，当 = 时，am(‘)∈7-／ ． 

本文结构组织如下．第二节将介绍正则误差，并利用高斯RBF神经网络给出其上界估 

计．在第三节给出样本误差的上界估计，并综合正则误差的上界估计，给出泛化误差的上界 

估计．最后，总结文中所得的结论． 
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2 正则误差和逼近 

对于 盯 ：-- 4，在 上构建一个 RBF神经网络 Gm( )( ) 

㈤ =
J (3 ) 唧卜 )) 

去估计泛化误差．其中aj：杀 +(一1，一1，⋯，一1)． 
引理 2．1 将残差E(~M(fz， ))一 ( )分解为 

(7rM(_厂z， ))一 ( ) 

{ (丌M(，z， ))一 (丌M(，z， ))+ (G ( ))一E(cm( ))}+ ( )， (2．2) 

其中 ( )=E(c ( ))一 ( )+刈G ( )ll ． 

证 由 (1．4)式和定义 1．2知 

(7rM(，z， ))一 ( ) ￡(7rM(，z， ))一 ( )+ ll，z， ll 

=  (丌M(，z， ))一 (丌M(，z， ))+ (丌M(，z， ))+AlIA， ll 一 (Gm( )) 

- ~llc ( )ll + (G ( ))一 (Gm( ))+ ( ) 

(7rM(，z， ))一 (丌M(，z， ))+ (G ( ))一 (Gm( ))+ ( )． 

证毕． I 

称 (2．2)式的第一项为样本误差，第二项为正则误差．为估计正则误差，需要分别估计 

e(a ( ))一 ( )和 刈Gm( )Il ． 
定理 2．1 设 ∈LipG1和 i ( )l M，则对任意的正整数 m和所有的 ∈[一1，1]d， 

有 

j ( )一G (． ， )1 里 ± 
． 

为了证明定理 2．1，需要引入引理 2．2和引理 2．3． 

引理 2．2(Xie和 Cao[ 1) 对 ，∈c『-1
,
1]a，则存在 F∈c( )满足 

F(x)=，( )， X∈[--1，1 

而且对于 X，Y∈[-1，1] ，lIx一训2< l，有 

lI Fll一 max IF( )l Ilfll~= 器 】 If( )l， lIF(z)一F(y)ll≤ (，， )· 

引理 2．2表明，存在 ∈ ( )满足 

1p( )= ( )，X∈【一1，1】 ， 

且对任意 0< 1，满足 

ll ll。。 lIf；II。。， (Fp， ) ( ， )． 

引理 2．3(Xie和 Cao[ 1) 对于 Fp∈ ( )和 ∈ ，则有 

IHm(Fo ( + ) ( ， )． 
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兵甲算于 月m( ，’)定义如下 

(枷)=( )詈 唧f- 
引理 2．4(Xie和 Cao[ ]) 对于 ∈ ( )

， 有 

I~m(Fp， )一Gm(Fp f 2 ( ， 2)+ 13+ 4 d ll l1． 
定理 2·1的证明 由弓f理 2．2、引理 2

．3、引理 2．4得 

l ( )一Gm( ， )l 

1 ( )一 ( ， )J+J日m( ， )一G ( ，x)l 

( +击) ( ， )+2 ( ， )+ 13+ 4d 
3 ( ， 1)+2 ( ， )+ + ． 

由于 。 ∈Lip 1，则有 

} ( )一G ( ， )l —5d
—

C
—

+
— —

4 dM
=_ —

+
～

13
． 

证毕． ‘ 

壬n 

2：2 为一个正整数， =[一1，1 Gm( )由(2．1)式给出．则对 ∈ 
～  

， ] 和 f ( )f M
，有 ‘ 

IlGm( ( ) 
证 因为Gm( )∈ ，其中 。=啬，则有 

llGm( )lI =(Gm( )，G ( )) 

于是可得 

证毕 

( )d 
，。 

exp(_业 ) I J∈M ＼ j 
= ( ) J E ( ) 。 d：( )dMz 、 J

，
 ̂ ＼ ⋯ ⋯ ／ ＼ ‘／ 

∑ ． 

4  

眦 

∑ 铷 

／ ＼  

∑Ⅻ 、、／ 

9  
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从定理 2．1知，对任意 ∈X，有 

IG ( ， )l I ( )I+旦 三 M+曼 三 

llG ( ，．)11。。 M+曼 三 (4d+1)M+5dc+13
．  

因此有G ( ，·)∈BM． 

结合定义 1．1，可推知 

c(o．m( ，·))一 ( )=／( (Gm( )， ，Y)一 ( ， ， ))dp 

fz LIIG cf；，·)一硎。。 —5dC_~ 4dM+13 ． (2．3) 

3 样本误差估计 

为估计泛化误差E(TrM(fz， ))一 ( )的上界，我们还需要给出样本误差的上界估计． 

根据 (2．2)式的第一部分知 

~(TrM(，z， ))一 (丌M(，z， J)+ z(Gm(， )J一 (Gm(fp)) 

l (G ( ))一 ( )一e(a ( ))一 ( )l 

+I~(TrM(fz， ))一 ( )一~'z(7rM(,fz， ))一 ( )1． (3．1) 

引理 3．1(Cucker和 Zhou[ 。1) 设 P是定义在 Z = X ×y 上的概率测度， z1： 

(xI,Y1)，⋯， ：(Xn,Yn)为根据p所取的样本集．对于函数 夕：Z ，设 ： 夕( )，6： 

l。。， =nEg ，成立 

胁  zn{IS-ES <2 exp{一 )． 
其中E∈表示随机变量 ∈的数学期望． 

由引理 3．1可推出如下定理． 

定理 3．1 若损失函数 满足假定，则对 0< 1，不等式 

I (G ( ))一￡( )一( (G ( ))一 ( ))1 6C1
3

+

礼

2M  1

。g 

4

+ 。( ) 

至少以1一{的概率成立． 
证 令_9( )=元1{e(a ( )， ，Y)一 ( ，z， ))．对任意 ∈Z，有 

Ig( )l= le(a ( )，舢 )一 ( ， )I M
． 

由假定知 

Eg =嘉E ( (Gm( )，‘，’)一 ( ，‘，‘)) ) E{ (Gm( )，。，’)一 ( ，‘，‘)) 
=  

E (G ，．)_ ，．，．)) = C1 E 
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令 v／~ic(Gmiz／／一 ( )+￡)·由引理3．1知，对于任何￡>0
，不等式 

』 笠 三 二 笪 <,／／ 
v／(E(o-(Z))一 ( )+￡) 

至少以 

1 

> 1 

e(g(Gm( ))一 ( )+E) 

3he 1 

6c1+2M J 

的概率成立．其中b=百M和 =nEg。 C1Eg． 

由不等式 

ab 妻(n +6。)Va，b∈ ， 

推知 

I (Gm( ))一 ( )一( (Gm( ))一 ( ))j 毒E+专(c(a ( ))一 ( )+E) 

=￡+ 砌 )． 

令；=2 exp f一 )，则￡= ．因此 

f (G ( ))～ ( )～( (G ( ))一 ( ))f —66 1 +2M log 4+丢D( ) 
至少以1一害的概率成立． I 

由于函数 =gOrM(f．， )， ，Y)-e( ，X，Y)是随着样本z的变化而变化的，所以不能将其 

看作是一个固定的函数．为此，如何估计(3．1)式中I (G ( ))～ ( )一z(a ( ))一 ( ) 
的上界是学习算法中的难点之一．在估计中，我们将要用到覆盖数理论． 

定义 3．1 设 为度量空间的一个子集，E>0．我们将半径为E且能够覆盖 圆盘的 

最小个数定义为 的覆盖数． 

关于覆盖数的一些结论可参见文献 [20—24j．为估计样本误差，我们还需如下引理． 

引理 3．2(Zhou[ 。]) 存在一个仅依赖于 X和 d的常数 ，使得 

N(B1,， (( + )，V 0<r／<l,0<cr_<l, 
其中，BI={I厂∈7-／ ：fIfl rK ≤1}． 

引理3．3 对所有 入>0和 z∈Z ，下式成立 

llf, ＼／／ ． 
证 由，z． 的定义知 

刈，z， ll (，z， )+刈，z， II (0) M． 

一 一 

，●● ●，( ●●【 ，，， I  

p  p  觚 

2  2  
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则有 

． 

证毕． 

定理 3．2 若损失函数 满足假定．则对任何 ￡>0，有 

ProbzEZ{l (7rM( ， ))一 ( )一( (丌M(，z， ))一 ( ))l 

xp ((1og )抖 + )_ 
证 设R=、／ ，则厶， ∈BR．由l厂z， 的定义知 

l (丌M(，z， ))一 ( )一 (丌M(，z， ))+Ez( )l 

sup IE(WM(f))一 ( )一 (丌M(．厂))+ ( )I． 
f∈BR ’ 

由于 

le(WM(f)， ，Y)一 (7rM(9)， ， )I LI~M(f)(x)一丌M(_9)( )l 

LIf(x)一g(x)l，f，g∈BR， 

l己(7rM【．，J J一 (7rM(9J J一 z(7rM(，))+ (7rM(9))l 

2Lllf一9ll。。 2LIIf一9llK，f，g∈BR． 

用 ={fl，f2，⋯， )c BR表示 BR的大小为 z=w(B兄，，y)一个，y一网．则有 

up l (丌M(，))一Ez(WM(f))一 (．厂p )+ ( )I 
，∈BR 

s u
—

p l~(grM(f))一 (丌M(，))～etf；)+ ( )1+2L7． ，
∈U 

对任意的 ∈U，类似于定理 3．1证明方法，可得 

Pr。bz∈z{l (̂)～ ( )～( ( )～ ( ))l E) 2 exp 一兰 

于是有 

Probz∈z{IE(A， )一￡( )一( (，z， )一 ( ))I ) 

Pr。bz z L，s∈uBp I (，)一 ( )一( (，)一 (。 ))J≥￡ 

Pr。bz∈z{； I (1厂)一 ( )一( (，)一 ( ))i ￡一2 7 
≤Ⅳ(BR,7)s

r

u

∈
p Pr。bz z{ (，)一 ( )一( (．厂)一 ( ))I ￡一2 ) 

c 唧{_ )． 



No．5 张永全等：高斯核正则化学习算法的泛化误差 1057 

当 ，贝 有 

ProbzEZ{IE(A， )一 ( )一( ( ， )一 ( ))J ￡) 

2 ( )唧{_ )j 
因 R= ，所以 

log ( ) gⅣ )． 
结合引理 3．2，可得 

( ) ((10g )抖 + )． 
因此 

Prob z{t~(7rM(fz， ))一 ( )一(~z(7rM(fz， ))一 ( ))l ) 

xp ((1og )̈ + )． 
证毕． 

定理 3．3 设 ∈LiPc1，则对任意正整数 m，和 0<5 1，至少以 l一 概率成立 

~(7rM(fz， ))一 ( ) 

)̈ + )+21。g 2 
+ 

m  
彻  ( 4) ． 、／ ＼ 丌／ 

其中 C为 Lipschitz常数， co和 C1分别由引理 3．2和假定给出． 

证 将残差分解为 

~(TrM(fz， ))一 ( ) f(Ti'M(fz， ))一 ( )一( (丌M(，z， ))一 ( ))f 

+l (Qd( ，·))一 ( )一( (Qd( ， ))一 ( ))I+D( ) 

= T1+ +D( )． 

为给出 T1的上界，需要分 ￡ 丽M 和 s<丽M两种情况进行讨论． 

(i)当 ￡ 丽M，由定理 3．1知 

Prob ∈z{f (丌M(，z， ))一 ( )一( (丌M(，z， ))一 ( ))f ) 

2唧  )抖 + ) 
2唧  )抖 + }． 
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设 

则有 

2唧  ) + )- 2 

：
! ! l(12Lnx／M'~d+l 1／+ 丝± 墨 + >丝 

3n 。 3n ’ 3 ——3n 

则不等式 

l~(TrM(fz， ))一 ( )一( (丌M(，z， ))一 ( ))I 

—

2(M +
—

3C1)Co log Mv~ ) + 
+ 3

n

+ 3 — 3
礼  。 。 

至少以1一；的概率成立． 
(ii)当 M，由定理 3．2知，不等式 

(丌M(，z， ))一 ( )一( (丌M(，z， ))一 ( ))l M 

至少以1一{的概率成立． 
结合 E> M2和 ￡ 丽M2这两种情形，不等式 

= l (丌M( ， ))一 ( )一(~z(TrM(fz， ))一 ( ))J 

／ 2(M ) ((1og )d+ + )．2(M瑚1)1。g；． ) 
— — — — —  — — — — —  + —  + 

至少以1一{的概率成立． 
由定理 3．1知，不等式 

= l{ (Gm( ))一 ( ))一{ (Gm( ))一 ( ))l l。g +去。( ) 
至少以 l一 的概率成立 

因此不等式 

(7rM(，z， ))一 ( ) 2￡R+—4(3C 1+M)l。g 4+3D(A) 

((1og )抖 + )+2l0讣2 
至少以 1— 的概率成立． 

由定理 2．2和 (2．3)式知 

) —5dC+ 4dM
一 +13⋯ ( )。 
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因此 

⋯  < ((1og )̈ +一Tiz州d+l 4 
+—
lOdC + 8dM + 26L

+ 18 ( 47r) ． ’ ⋯“＼、／『‘ 
证毕． I 

根据定理 3．3，我们可直接得到学习算法的泛化误差上界． 
定理 3．4 假定 = 2，m =礼瓣2， ：几一 ， ∈Lip 1．则对任意正整数 佗和 

0< <1，下式至少以 1一 的概率成立 

(7r (，z， ))一 ( ) cl 丽1 +c2—log
— + c3 丽 + c2— — + c3 
礼 

(c4+2logn) + 

其中 Cl=(3C6I+
×4

M

d
)Co-+ IOdCL+ 8dM L+ 26L+ M 

，c2 = 4OCt+M)-，c3 
c4= log 12L

． 

3 

显然，参数 和 A在定理 3．4中扮演着关键的角色．其结果表明，选择适当的 和 A 

正则化学习算法具有较好的泛化性能． 

4 结论 

本文研究在广义凸损失函数和变高斯核情形下正则化学习算法的泛化误差估计问题．泛 

化误差被分解为样本误差和正则误差．利用高斯核函数的特性，通过直接构建高斯 RBF神 

经网络给出正则误差的上界，通过投影算子和高斯再生核希尔伯特空间的覆盖数给出了样本 

误差的上界．在收敛性分析中，广义损失函数的凸性是非常重要的．结论表明，选取适当的 

和 A，正则化学习算法可获得较好的泛化性能． 
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Generalization Bounds of Compressed Regression Learning Algorithm 

·。Zhang Yongquan Li Youmei 

( Department of Information and Mathematics Sciences，China Jilian9 University，Hangzhou 310018 

。Institute for Information and System Sciences，Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049) 

Abstract：This article studies generalization performance of regularized learning algorithm 

with a general convex loss function and varying Gaussian kernels．Our goal is to give a sat— 

isfactory estimate of generalization error for the learning algorithm．The generalization error 

is measured by regularization error and sample error． The regularization error is estimated 

by constructing a radial basis function(briefly denoted by RBF)neural network in view of 

the special structures of Gaussian kernels．The sample error is obtained by using projection 

operator and covering number of reproducing kernel Hilbert spaces with Gaussian kernels．The 

obtained results demonstrate the learning algorithm has good generalization performance with 

suitable choice of m and A． 
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