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摘要 在许多应用中, 回归函数的先验信息往往不能事先获取. 因此, 有必要利用有效的方法学习

回归函数. 本文研究学习理论中的回归问题, 即研究多项式空间上具有最小二乘平方损失正则学习

算法的收敛速度问题. 主要目的在于分析学习理论中多维回归问题的泛化误差. 利用逼近论中著名

Jackson 算子、覆盖数理论、集合的熵数以及有关概率不等式, 得到学习算法收敛速度的上、下界估

计. 特别地, 对于满足一定条件的多元光滑回归函数, 除一个对数因子外, 所获的收敛速度是最优的.

本文结果对研究回归学习算法的收敛性、稳定性及复杂性等有着重要的意义.
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1 引言

周知, 回归与分类是学习理论中两个重要的基本问题. 回归问题一直是学习理论研究的热点之一,

而对回归问题收敛性的研究又是近几年人们关注的核心问题之一.早在 1998年, Vapnik[1] 利用 VC维

较系统地研究了统计学习理论中分类和回归算法的收敛性问题, 同时, 对结构风险极小化原则算法的

相容性进行了研究, 得出了一系列相关的收敛性结果. 在文献 [2] 中, Shawe-Taylor 等利用 VC 维研究

了结构风险极小化算法的泛化性能. 2001年, Cucker与 Smale[3] 从数学的观点系统地给出了学习理论

的基础框架, 并指出回归问题是学习理论中的重要问题之一, 他们进而利用覆盖数方法研究了学习理

论中的逼近问题. 2002年, Cucker与 Smale[4] 进一步就如何构造回归函数的近似函数以及选择正则参

数使得具有较好逼近阶等问题进行了研究. 2006 年, Wu 等 [5] 利用概率论中的经典 Bernstien 不等式

在再生核 Hilbert 空间中研究最小二乘损失正则回归学习算法的收敛性问题. 2007 年, Smale 等 [6] 利

用再生核的积分算子研究了回归学习算法的逼近问题; Caponnetto 与 DeVito[7] 对再生核 Hilbert 空

间中正则最小二乘回归算法的性能进行了分析, 特别地, 对向量值目标函数给出了相应的收敛速度估

计. 在文献 [8] 中, Temlyakov 利用函数逼近论中的方法和技巧研究了学习算法的逼近问题. 有关学习

算法收敛速度的研究还可以见新近文献 [9–11].

然而, 我们注意到, 已有的关于学习算法收敛速度的研究基本上限于学习算法收敛速度的上界估

计. 明显地，仅有上界估计对于刻画学习算法的本质特性是远远不够的, 因为我们无法判断所给出的

上界是否最小. 因此, 为了准确地反映学习算法的本质收敛速度, 不仅需要对学习算法收敛速度的上
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界进行估计, 而且更希望对其下界作出估计. 自然地，这样的下界估计是比较困难的, 但却是非常重要

而有意义的. 在文献 [12] 中, Temlyakov 利用逼近论的最佳逼近理论研究了学习算法的收敛速度问题,

并通过对回归函数的假定, 给出其收敛速度的一个下界估计. 最近, Steinwart 等 [13] 把相应积分算子

的特征值作为复杂性度量研究了学习速度的上、下界.

上述提及的一系列关于学习算法收敛性与收敛速度的研究,特别是学习算法收敛速度的下界估计,

对刻画学习算法的性能与算法的稳定性、复杂性研究起着十分重要的作用.

然而, 对于一般核所对应的积分算子, 计算它的特征值是非常困难的. 另一方面, 我们知道, 覆盖

数在学习理论研究中通常作为复杂性度量而被广泛使用 (见文献 [14–18]). 因此, 本文先利用再生核

Hilbert空间的覆盖数作为度量估计学习速度的上界. 然后,我们引进集合的熵数并以此为工具研究学

习速度的下界. 我们所获得的上、下界估计除一个对数因子外, 它们的阶是相同的.

2 回归学习算法及其收敛速度的上界

令 Rs 为 s(s 是正整数) 维欧几里德空间, [−1, 1]s 为 Rs 中的立方体. 本文以 X = [−1, 1]s 上多

项式函数全体所组成的集合作为假设空间, 并在此空间上极小化最小二乘风险. 在回归分析中, 主要

考虑满足 EY2 < ∞(Y2 的数学期望) 的 Rs ×R 值随机变量 (X ,Y) 以及 X 的函数值对 Y 的依赖性.

即, 学习的目标为寻找一个函数 f : Rs →R使得 f(X )能够较好地逼近 Y. 我们研究的主要目的是极

小化预测误差平方的期望或 L2 风险 E(f) = E{|f(x) − y|2}. 称使得上述误差达到最小的函数为回归
函数, 其定义为

m(x) = E{Y|X = x}, x ∈ Rs.

令 f : Rs →R 为 Rs 上任意一个可测函数, 用 ν 表示 X 上的分布. 熟知

E{|f(x)− y|2} = E{|m(x)− y|2}+
∫

Rs

(f(x)−m(x))2ν(dx).

根据 L2 风险极小化 [19,20] 可知, 回归函数是最好的预测函数, 即

E{|m(x)− y|2} = min
f :Rs→R

E{|f(x)− y|2}.

由此可以看出, 当且仅当

E(f) = E{|f(x)− y|2} (1)

较小时, 函数 f 为回归函数较好的预测函数. 为说明预测的好坏, 有必要度量函数 f 代替回归函数所

产生的误差 (1).

在应用中, 样本的分布往往是未知的. 因而, 回归函数也通常是未知的. 但是, 样本可以根据同一

分布采取, 这就导致所谓的回归估计问题. 令 z = {zi}n
i=1 = {(xi, yi)}n

i=1 为 X × Y 上独立同分布的

样本点集合, 我们的目标是构造回归函数的一个估计子 fz(·), 使得 L2 误差
∫

X
(fz(x) −m(x))2ν(dx)

较小.

假定存在某正数 M , 使得 |m(x)| 6 M/4. 同时, 我们需要对回归函数作一些光滑性假定. 这种假

定是合理的, 因为学习的过程往往不是凭空发生的, 总是在一定的环境下产生, 需要一定的学习框架,

即, 假设空间. 在学习理论的研究中, 常取函数空间的形式, 如多项式空间、连续函数空间等 [5,19]. 我

们研究的目的就是在这些假设空间上寻找回归函数的最佳逼近.
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下面介绍 X = [−1, 1]s 上的多项式函数 [20]. 令 Hd 为如下函数的集合:

f : Rs →R, f(x) =
∑

06k16d

· · ·
∑

06ks6d

ak1,...,ksx
k1
1 xk2

2 · · ·xks
s ,x ∈ [−1, 1]s,

其中对于所有的 |k1| 6 d, . . . , |ks| 6 d, ak1,...,ks
∈ R. 从集合 Hd 的定义可以看出, 多项式空间 Hd 的

维数 dimHd = (2d)s.

本文考虑以集合 Fd = {f ∈ Hd : |f(x)| 6 M/4,x ∈ [−1, 1]s} 作为假设空间, 定义估计子:

fz = arg min
f∈Fd

1
n

n∑

i=1

(f(xi)− yi)2, (2)

其中 f(x) =
∑

06k16d · · ·
∑

06ks6d ak1,...,ksx
k1
1 xk2

2 · · ·xks
s ,x ∈ [−1, 1]s.

下面, 我们将分析函数 fz 对回归函数 m 的收敛速度. 事实上, fz 与 m 的误差对算法 (2) 的有效

性起到关键作用. 由回归函数 m 的定义知
∫

X

(fz(x)−m(x))2ν(dx) = E(fz)− E(m).

我们的目的是在函数集合 Fd 上估计上述误差的大小.

设经验风险为 Ez(f) = 1
n

∑n
i=1(f(xi)− yi)2. 事实上, 它是期望风险 E(f) 的离散形式. 因此, 函数

fz 可以写成 fz = arg minf∈Fd
Ez(f).

以下定理 1 给出 L2 误差的一个上界估计.

定理 1 令集合 Fd 为假设空间, 那么对于 (2) 式所定义的估计子 fz, 不等式

E(fz)− E(m) 6 204M2

n
log

2
δ

+
64M2(2d)s log(4M2n)

n
+ 3(E(Qd(m))− E(m))

至少以 1− δ 的置信成立.

若对回归函数加一些光滑性限制, 则从定理 1 可导出下面推论 1 的收敛速度估计. 先给出函数连

续模的定义.记 [−1, 1]s 上的连续函数全体为 C[−1,1]s . 对于 f ∈ C[−1,1]s ,以及正整数 r,定义函数 f 的

差分 ∆1
tf(x) = f(x + t)− f(x), ∆r

tf(x) = ∆t∆r−1
t f(x). 显然有

∆r
tf(x) =

r∑

j=0

(−1)j

(
r

j

)
f(x + jt).

令 ‖t‖2 = (t21 + · · ·+ t2s)
1/2 为向量 t = (t1, . . . , ts) 的欧氏范数, 那么函数 f 的 r 阶连续模定义为

ωr(f, h) = sup
‖t‖26h

‖∆tf‖∞.

这里 ‖f‖∞ = maxx ∈ [−1, 1]s|f(x)|.
连续模是逼近论中常用的工具, 通常用来刻画函数光滑性与逼近误差的工具, 它具有如下的性质.

命题 1[21] 如下论断成立:

(1) 对于 λ > 0, 有 ωr(f, λh) 6 (1 + λ)rωr(f, h).

(2) 如果函数 f 关于变量 ti 的偏导数用 ∂i 表示, 以及 ∂k = ∂k1
1 · · · ∂ks

s , 则

ωr(f, h) 6 hr
∑

k1+···+ks=r

r!
k1! · · · ks!

‖∂kf‖∞.
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下面, 我们给出函数偏导数属于 Lipschitz 类的定义.

定义 1 假定 k 为自然数, 0 < β 6 1 并令 C > 0. αi(i = 1, 2, . . . , s) 为非负整数, 向量

α = (α1, . . . , αs), 且
∑s

j=1 αj = k, 函数 f 定义在 [−1, 1]s 上且其偏导数 ∂kf
∂x

α1
1 ···∂xαs

s
存在. 如果对所有

x,z ∈ [−1, 1]s, 存在常数 C > 0 使得
∣∣∣∣

∂kf(x)
∂xα1

1 · · · ∂xαs
s
− ∂kf(z)

∂zα1
1 · · · ∂zαs

s

∣∣∣∣ 6 C‖x− z‖β ,

则称函数 f 的 k 阶偏导数属于 LipCβ 类, 记作 ∂kf ∈ LipCβ.

根据上述的定义, 我们从定理 1 得到如下的推论 1.

推论 1 令集合 Fd 为假设空间, 假定 k 为自然数, 0 < β 6 1. 如果回归函数 m(x) 的 k 阶偏导

数属于 LipC1, 取 d = [n1/(k+1)], 则有

E

∫

X

(fz(x)−m(x))2ν(dx) 6 408M2 log 2
n

+ 2CK,s

(
log n

n

) 2k
2k+s

.

其中 CK,s = 2(108M22s)
2k

2k+s + 2(3C
′
K)

s
2k+s , [a] 表示实数 a 的整数部分.

为证明上面两个结论, 我们需要介绍下 Jackson 算子, 周知, 它在逼近论中具有极为重要的作

用 [21]. 对于自然数 d, r, 令 q = [d/r] + 1, 一元 Jackson 核函数为

Kdr(t) = Lq,r(t) =
1

λqr

(
sin qt

2

sin t
2

)2r

, (3)

其中 λqr =
∫ π

−π
( sin qt

2
sin t

2
)2rdt.

熟知, Jackson 核函数具有如下的性质.

引理 1[20] 令 Jackson 核函数如 (3) 式所定义. 那么 Kdr(t) 为一个 d 阶三角多项式, 并有
∫ π

−π

Kdr(t)dt = 1,

∫ π

−π

tkKdr(t)dt 6 Ck(d + 1)−k, k = 0, 1, . . . , 2r − 2.

令 Kdr(t) = Kdr(t1) · · ·Kdr(ts) 并记 |k| = k1 + · · ·+ ks, 则不难得到
∫

[−π,π]s
xkKdr(t)dt 6 C ′k(d + 1)−k1 · · · (d + 1)−ks = C ′k(d + 1)−|k|,

其中 C ′k = Ck1 · · ·Cks
.

令 φ(t) = f(cos t), 则 φ(x) 为周期函数. 在 [−π,π]s 上定义 Jackson 型算子:

Jd(f,u) = −
∫

[−π,π]s
Kdr(t)

k∑

j=1

(−1)j

(
k

j

)
f(cos(u + jt))dt

= −
∫

[−π,π]s
Kdr(t)

k∑

j=1

(−1)j

(
k

j

)
φ(u + jt)dt, (4)

其中 r 为满足 r 6 [(k + 2)/2] 的最小正整数.

L2
[−π,π]s 表示 [−π,π]s 上的 Lebesgue 平方可积函数全体, 如果赋予范数 ‖f‖2 = (

∫
[−π,π]s

|f(t)|2
dt)1/2 < ∞, 则 L2

[−π,π]s 是一 Banach 空间. 如果在 L2
[−π,π]s 上定义内积 〈f, g〉 =

∫
[−π,π]s

f(x)g(x)dx,
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则 L2
[−π,π]s 是一 Hilbert 空间, 并且 {eik·x}k∈Zs 为 Hilbert 空间 L2

[−π,π]s 关于上述内积的规范正交基,

则对于任意的 ψ ∈ L2
[−π,π]s , 有 ψ(x) =

∑
k∈Zs ak(ψ)eik·x, 其中 ak(ψ) =

∫
[−π,π]s

ψ(t)eik·tdt, Zs 表示 s

重整数指标集.

下面约定向量 z 被整数 j 整除当且仅当向量的每个分量都能被 j 整除.

引理 2 令 φ ∈ L2
[−π,π]s , l = (l1, . . . , ls), lj 是正整数 ( j = 1, 2, . . .), 则当 l 不被 j 整除时, 则有∫

[−π,π]s
φ(jt)eil·tdt = 0.

证明 对于函数 φ ∈ L2
[−π,π]s , 函数 φ(jt) 关于每个变量具有周期 2π/j, 则有

∫

[−π,π]s
φ(jt)eil·tdt =

∫ π

−π

· · ·
∫ π

−π

φ(jt1, . . . , jts)ei(l1t1+···+lsts)dt1 · · ·dts

=
∫ π+2il1π/j

−π+2il1π/j

· · ·
∫ π

−π

φ(jt1, . . . , jts)ei(l1t1+···+lsts)dt1 · · ·dts

=
∫ π

−π

· · ·
∫ π

−π

φ(jt1, . . . , jts)ei((l1t1+2il1π/j)+···+lsts)dt1 · · ·dts

= e2il1π/j

∫

[−π,π]

· · ·
∫

[−π,π]

φ(jt1, . . . , jts)ei(l1t1+···+lsts)dt1 · · ·dts

= e2il1π/j

∫

[−π,π]s
φ(jt)eil·tdt.

因此, 当 l1 不被 j 整除时, 有 ∫

[−π,π]s
φ(jt)eil·tdt = 0.

同理可证: 当 l 的其他分量 li, i = 2, 3, . . . , s 不能被 j 整除时, 上述积分均为 0. 所以, 当 l 不被 j

整除时, 就有 ∫

[−π,π]s
φ(jt)eil·tdt = 0.

引理 2 得证.

根据引理 2 及以下事实
∫

[−π,π]s
φ(u + jt) cos l · tdt =

∫

[−π,π]s
φ(jt) cos l ·

(
t− k

j

)
dt

=
1
2

∫

[−π,π]s
φ(jt)

(
eil·(t−k

j ) + e−il·(t−k
j )

)
dt

=
1
2

∫

[−π,π]s
φ(jt)(eik·te−il·k

j + e−ik·teil·k
j )dt, (5)

其中 cos l · t = cos l1t1 · · · cos lsts. 则当 l 不能被 j 所整除时, (5) 式为零. 否则, 对于 1 6 j 6 k,

0 6 li 6 d(i = 1, 2, . . . , d), (5) 式为一个三角多项式. 从上述的讨论可知, Kdr 关于每个变量均为 d

阶三角多项式. 而对于 1 6 j 6 k, 0 6 li 6 d(i = 1, 2, . . . , d), Jd(f,u) 为
∫ π

−π
f(u + jt) cos l · tdt 的

一个线性组合. 所以, Jd(f,u) 为一个三角多项式. 于是令 u = arccos x = arccos x1 · · · arccos xs, 则

Qd(f,x) = Jd(f, arccos x) 为 2d− 2 次代数多项式.

命题 2 令 k 为一个自然数, f ∈ C[−1,1]s . 对于 d = 0, 1, . . ., 成立

|f(x)−Qd(f,x)| 6 Cksωk

(
f,

1
d + 1

)
, ∀x ∈ [−1, 1]s.
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证明 根据引理 1、Qd(f,x) 的定义以及 Kdr(t) = Kdr(−t), 并令 x = cos u, 则有

|f(x)−Qd(f,x)| = |f(cos u)− Jd(f,u)| =
∣∣∣∣
∫

[−π,π]s
Kdr(t)4k

‖t‖2φ(u)dt

∣∣∣∣

6
∫

[−π,π]s
Kdr(t)|4k

‖t‖2φ(u)|dt 6 2s

∫

[0,π]s
Kdr(t)ωk(φ, ‖t‖2)dt,

其中 φ(u) = f(cos u).

对于任何 t, t′ ∈ Rd, 都有 | cos y − cos y′| 6 |y − y′|. 从而

‖t− t′‖2 =
√
|t1 − t′1|2 + · · ·+ |ts − t′s|2

>
√
| cos t1 − cos t′1|2 + · · ·+ | cos ts − cos t′s|2 = ‖ cos t− cos t′‖2.

所以

sup
‖t−t′‖26h

|φ(t)− φ(t′)| 6 sup
‖ cos t−cos t′‖26h

|φ(t)− φ(t′)|

= sup
‖x−t′‖26h

|f(x)− f(x′)|,

即 ωk(φ, ‖t‖2) 6 ωk(f, ‖t‖2).
由函数 f 的连续模定义, 我们知

ωk(f, ‖t‖2) 6 (1 + (d + 1)‖t‖2)kωk

(
f,

1
d + 1

)
.

对于 n = 0, 1, . . .,k 6 2r − 2 及任意 x ∈ [−1, 1]s, 应用引理 1 可得

|f(x)−Qd(f,x)| 6 2sωk

(
f,

1
d + 1

) ∫

[0,π]s
(1 + (d + 1)‖t‖2)kKdr(t)dt

6 Cksωk

(
f,

1
d + 1

)
,

其中 Cks = 2sC ′k. 命题 2 证毕.

为估计误差 E(fz)− E(m), 我们需要估计

E(fz)− E(m) = {(E(fz)− E(m))− (Ez(fz)− Ez(m))}+ {Ez(fz)− Ez(Qd(m))}
+ {(Ez(Qd(m))− Ez(m))− (E(Qd(m))− E(m))}+ (E(Qd(m))− E(m))

6 {(E(fz)− E(m))− (Ez(fz)− Ez(m))}+ (E(Qd(m))− E(m))

+ {(Ez(Qd(m))− Ez(m))− (E(Qd(m))− E(m))}. (6)

首先, 我们估计 (6) 式中的第三项, 对于随机变量 ξ = (Qd(m,x)− y)2 − (m(x)− y)2, 我们需要如

下的引理 3.

引理 3[14] 令 ξ 为 Z = [−1, 1]s × [−M, M ] 上的随机变量且其均值、方差分别为 µ, σ2. 假定

µ > 0, |ξ − µ| 6 B 几乎处处成立. 并且 E(ξ2) 6 cξE(ξ), 那么对于每个 ε > 0, 成立如下不等式

Probz∈Zn

{
µ− 1

n

∑n
i=1 ξ(zi)√

µ + ε
>
√

ε

}
6 exp

{
− nε

2cξ + 2
3B

}
.
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定理 2 对于任意的 0 < δ 6 1, 以下不等式至少以 1− δ
2 置信成立:

(E(Qd(m))− E(m))− (Ez(Qd(m))− Ez(m)) 6 70M2

n
log

2
δ

+
1
2
(E(Qd(m))− E(m)).

证明 从 (4) 式知, Qd(f,x) ∈ Hd. 根据命题 2, 可知

|Qd(f,x)| 6 |f(x)|+ ωk

(
f,

1
d

)
.

若 f(x) 的 k 阶偏导数满足 LipC1, 那么

ωk

(
f,

1
d

)
6 C ′k

1
dk

,

其中 C ′k 为依赖于 k 的常数.

当 dk > C′k
M 时, 则有

|Qd(f,x)| 6 M + C
′
k

1
dk

6 2M, ∀x ∈ [−1, 1]s.

因此, Qd(f,x) ∈ Fd, 以及 |m(z)| 6 M . 于是可得

|ξ| = |(Qd(m,z)−m(z))(Qd(z) + m(z)− 2y)| 6 15M2.

则有

|ξ − µ| 6 B = 30M2.

而

σ2 6 E(ξ2) 6 cξE(ξ) = 25M2E(ξ).

把 (Qd(m,x)− y)2 − (m(x)− y)2 应用到引理 3, 则不等式

(E(Qd(m))− E(m))− (Ez(Qd(m))− Ez(m)) 6
√

ε(E(Qd(m))− E(m) + ε)

6 ε +
1
2
(E(Qd(m))− E(m))

至少以 1− exp{− nε
70M2 } 置信成立.

令 exp{− nε
70M2 } = δ

2 , 则有 ε = 70M2

n log 2
δ . 从而就有

(E(Qd(m))− E(m))− (Ez(Qd(m))− Ez(m)) 6 70M2

n
log

2
δ

+
1
2
(E(Qd(m))− E(m))

至少以 1− δ
2 置信成立.

对于 (6) 式的第一部分, 由于随机变量 ξ = (fz(x)− y)2 − (m(x)− y)2 不是 [−1, 1]s × [−M, M ] 上

单一的随机变量, 而依赖于样本 z. 变量 ξ 在函数集合 Fd 随着样本的改变而改变,因此不应把此变量

看作一个固定的函数. 下面, 利用单位球的覆盖数估计 (6) 式的第一部分.

定义 2[17] 令 F 为一度量空间的子集. 对于任意的 ε > 0, F 的覆盖数定义为最小的正整数 l 使

得 l 个以 ε 为半径的球覆盖集合 F , 记为 l = N (F , ε).

学习理论研究中经常用以覆盖数作为度量 (见文献 [15,16,18,22–25]). 如果 BR 是 r 维空间中半径

为 R 的闭球, 则成立 [18]

logN (BR, ε) 6 r log
4R

ε
. (7)
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为了估计 (6) 式中的 {E(fz)− E(m)} − {Ez(fz)− Ez(m)}, 我们还需要如下的引理 4.

对于 [−1, 1]s × [−M, M ] 上的函数 g, 我们用 E(g) =
∫

Z
g(z)dρ 表示函数 g 的期望.

引理 4[14] 设 c0 > 0,G 为 Z = [−1, 1]s × [−M, M ] 上的一函数集合, 使得对于每个 g ∈ G,

|g − E(g)| 6 B, E(g2) 6 c0E(g) 几乎处处成立. 那么对每个 ε > 0, 以及 0 < α 6 1, 有

Probz∈Zn

{
sup
g∈G

E(g)− 1
n

∑n
i=1 g(zi)√

E(g) + ε
> 4α

√
ε

}
6 N (G, αε) exp

{
− α2nε

2c0 + 2
3B

}
.

对如下集合应用引理 4

G = {g : g(z) = (f(x)− y)2 − (m(x)− y)2, f ∈ Fd},

其中 Fd 如第 2 节所定义, 我们得到下面的定理 3.

定理 3 对于所有的 ε > 0, 则有

Probz∈Zn

{
sup

f∈Fd

E(f)− E(m)− (Ez(f)− Ez(m))√
E(f)− E(m) + ε

6
√

ε

}

> 1− exp
{

(2d)s log
(

4M2

ε

)
− nε

32M2

}
.

证明 考虑函数集合 G. 对于函数 g ∈ G, 即 g(z) = (f(x)− y)2 − (m(x)− y)2 其中 f ∈ Fd, 并满

足 E(g) = E(f)− E(m) > 0. 而

g(z) = (f(x)− y)2 − (m(x)− y)2 = (f(x)−m(z))(f(x) + m(x)− 2y),

对于任意的 x ∈ [−1, 1]s,满足 |f(x)| 6 M/4以及 |m(x)| 6 M/4,我们得到 |g(z)| 6 M/2×M = M2/2.

于是, |g(z)− E(g)| 6 M2 成立.

取 c0 = M2/2, B = M2. 对 α = 1
4 , 由引理 4 可知, 对于每个 ε > 0, 至少依概率

1−N
(
G,

ε

4

)
exp

{
− nε

32M2

}
,

成立

sup
f∈G

E(f)− E(m)− (Ez(f)− Ez(m))√
E(f)− E(m) + ε

6
√

ε.

由函数 g(z) 的表达式知,

|g1(z)− g2(z)| 6 |f1(x)− f2(x)||2y − f1(x)− f2(x)|
6 4M |f1(x)− f2(x)|.

因此 ‖g1 − g2‖∞ 6 M‖f1 − f2‖∞. 利用 (7) 式可以得到

logN
(
G,

ε

4

)
6 logN

(
Fd,

ε

M

)
6 (2d)s log

(
4M2

ε

)
.

定理 3 获证.

下面利用定理 3, 给出定理 1 的证明.
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定理 1 的证明 可将误差分解为
∫

X

|fz(x)−m(x)|2ν(dx)

6 {(E(fz)− E(m))− (Ez(fz)− Ez(m))}+ (E(Qd(m))− E(m))

+ {(Ez(Qd(m))− Ez(m))− (E(Qd(m))− E(m))}
= T1 + T2 + T3.

首先, 估计 (8) 式中的 T1. 根据定理 3, 我们知道, 对于任意 f ∈ Fd, 下面的不等式至少依概率

1− exp
{

(2d)s log
(

4M2

t

)
− mt

32M2

}

成立

E(f)− E(m)− (Ez(f)− Ez(m)) 6
√

t
√
E(f)− E(m) + t.

利用基本不等式

ab 6 1
2
(a2 + b2), ∀a, b ∈ R,

得到

E(fz)− E(m)− (Ez(fz)− Ez(m)) 6 t +
1
2
(E(fz)− E(m))

至少以概率

1− exp
{

(2d)s log
(

4M2

t

)
− nt

32M2

}

成立.

下面我们需要去求解如下方程的正解 ε0

h(ε) = (2d)s log
(

4M2

ε

)
− nε

32M2
= log

δ

2
.

函数 h : R+ →R 为严格递减的. 若 h(ε∗) 6 log δ
2 , 则 ε0 6 ε∗.

当 ε > 1
n , 就有

h(ε) 6 (2d)s log(4M2n)− nε

32M2
.

如果我们取满足 ε∗ > 1
n 并满足如下不等式的 ε∗

(2d)s log(4M2n)− nε

32M2
6 log

δ

2
,

则有 h(ε∗) 6 log δ
2 .

对充分大的 d > 0, 我们有

ε∗ > 32M2

n
log

2
δ

+
32M2(2d)s log(4M2n)

n
> 1

n
.

从而就有

ε0 6 32M2

n
log

2
δ

+
32M2(2d)s log(4M2n)

n
.
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由定理 3 可知, 不等式

E(fz)− E(m)− (Ez(fz)− Ez(m)) 6 32M2

n
log

2
δ

+
32M2(2d)s log(4M2n)

n
+

1
2
(E(fz)− E(m)).

至少以 1− δ
2 的置信成立.

结合定理 3 以及 (8) 式, 不等式

E(fz)− E(m) 6 204M2

n
log

2
δ

+
64M2(2d)s log(4M2n)

n
+ 3(E(Qd(m))− E(m))

至少以 1− δ 的置信成立.

定理 1 得证.

为证明推论 1, 我们需要估计 inff∈Fd

∫
X

(f(x)−m(x))2ν(dx). 从 (4) 式知,Qd(f,x) ∈ Hd. 根据命

题 2, 可知 |Qd(f,x)| 6 |f(x)|+ ωk(f, 1
d ).

若 f(x) 的 k 阶偏导数满足 LipC1, 那么 ωk(f, 1
d ) 6 C

′
k

1
dk , 其中 C ′k 为依赖于 k 的常数.

由命题 2 可知: 不等式

E(fz)− E(m) 6 204M2

n
log

2
δ

+
64M2(2d)s log(4M2n)

n
+ 3C

′
k

1
d2k

.

极小化上述不等式右边得

d =
[(

3C
′
kn

2s64M2 log(4M2n)

) 1
2k+s

]
,

其中 [·] 表示取整.

当 n > 4M2, 成立不等式

E(fz)− E(m) 6 204M2

n
log

2
δ

+ CK,s

(
log n

n

) 2k
2k+s

至少以 1− δ 的置信成立. 其中 CK,s = 2(108M22s)
2k

2k+s + 2(3C
′
K)

s
2k+s .

令 t = 204M2

n log 2
δ + CK,s( log n

n )
2k

2k+s , 则有

δ = 2 exp
{
− t− CK,s( log n

n )
2k

2k+s

204M2

n

}
,

则上述概率不等式可以写成

Probz∈Zn{E(fz)− E(m) > t} 6 2 exp
{
− t− CK,s( log n

n )
2k

2k+s

204M2

n

}
.

对于 τ > 1
n , 则有

E

∫

X

(fz(x)−m(x))2ν(dx) =
∫ ∞

0

Probz∈Zn{E(fz)− E(m) > t}dt

6 τ +
∫ ∞

τ

2 exp
{
− t− CK,s( log n

n )
2k

2k+s

204M2

n

}
dt.

极小化上述不等式的右端可得

τ =
204M2 log 2

n
+ CK,s

(
log n

n

) 2k
2k+s

.
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所以

E

∫

X

(fz(x)−m(x))2ν(dz) 6 408M2 log 2
n

+ 2CK,s

(
log n

n

) 2k
2k+s

.

推论 1 已证毕.

3 学习算法收敛速度的下界估计

本节将给出学习算法收敛速度的下界估计, 并说明推论 1 所得的界几乎是最优的. 为了给出收敛

速度的下界, 下面就先介绍集合熵数的概念.

定义 3[12] 假定 F 为 Banach空间 E 的一个有界子集, ε为任意正数, i为正整数, BE 为空间 E

的单位球. 如果存在 x1, x2, . . . , x2i−1 ∈ F 使得 F ⊂ ∪2i−1

j=1 (xj + εBE), 成立, 则使得上述关系成立的最

小 ε 称为集合 F 的第 i 个熵数, 记为 ei(F, E).

下面的定理 4 给出学习速度的一个下界估计.

定理 4 令 ν 为 X = [−1, 1]s 上的分布, Θ = {f ∈ L2(ν) : ‖f‖∞ 6 M/4}. 假定存在正整数 k, 以

及常数 c1, c2 > 0 使得集合 Θ 的熵数 ei(Θ, L2(ν)) 满足 c1i
−k/s 6 ei(Θ, L2(ν)) 6 c2i

−k/s, 那么对于算

法 (2), 在 X × [−M, M ] 上存在一分布 P 使得 PX = ν 以及 m ∈ Θ, 成立

E

∫

[−1,1]s
(fz(x)−m(x))2ν(dx) > c1

(
1
n

) 2k
2k+s

.

定理 4 的证明基于以下引理 5.

引理 5[12] 令 ν 为 X 上的分布, Θ ⊂ L2(ν), 假定存在 r ∈ (0, 1) 使得集合 Θ 的熵数满足

ei(Θ, L2(ν)) ∼ i−1/r. 那么对于算法 (2) 在 X × [−M, M ] 上存在一分布 P 使得 PX = ν, 并且存在

m ∈ Θ, 常数 δ0, c3, c4 > 0 以及满足 εn ∼ n−
2

2+r 的序列 {εn}, 使得对所有 ε > 0 及 n > 1 成立

Prob{z : E(fz)− E(m) > ε} >





δ0, 当 ε < εn,

c3e
−c4nε, 当 ε > εn.

下面我们利用引理 5 证明定理 4.

证明 由于集合 Θ 第 i 个熵数满足

c1i
−k/s 6 ei(Θ, L2(ν)) 6 c2i

−k/s.

对于 r = s
k , 应用引理 5 可知, 存在满足如下等价关系的一序列 {εn}, εn ∼ n−

2k
2k+s 对于 m ∈ Θ, 成立

Prob{z : E(fz)− E(m) > ε} >





δ0, 当 ε < εn,

c1e
−c2nε, 当 ε > εn,

利用上述不等式导出

E

∫

[−1,1]s
(fz(x)−m(x))2ν(dx) =

∫ ∞

0

Prob(z : E(fz)− E(m) > ε)dε

>
∫ εn

0

εdε + c1

∫ ∞

εn

e−c2nεdε > δ0εn +
c1

nc2
e−c2n

2k
2k+s > c1

(
1
n

) 2k
2k+s

.

定理 4 证毕.
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4 结论

本文研究了多项式空间上具有最小二乘平方损失正则学习算法收敛速度的上、下界问题, 所获得

的上、下界仅相差一对数因子, 对刻画学习算法 (2) 的收敛特性、稳定性、适定性等具有重要的意义.

我们引进多元 Jackson 型算子, 并对该算子进行深入的研究, 尤其是利用 r 阶连续模估计了该算

子的逼近阶. 同时, 结合 Hilbert 空间覆盖数及其概率论中不等式得到回归学习算法收敛速度的上界

估计. 特别地, 当回归函数具有一定的光滑性, 我们得到了较好的收敛阶. 为了得到学习算法收敛速度

的下界估计, 又利用集合的熵数及其估计, 在一定条件下, 给出该速度的一个下界估计.

周知, 一个算法的性能往往取决于它的收敛特征、复杂性等. 本文结果不仅说明所研究的算法是

收敛的, 而且给出算法本身与样本数、假设空间等之间的函数关系.与已有的学习算法相比,本文所得

的正则化最小二乘算法泛化误差的上、下界是较优的, 文献 [13] 也得到了较优的上、下界, 但是通过

积分算子的特征值作为复杂性的度量, 而一般积分算子特征值的计算往往是较为困难的. 我们利用再

生核 Hilbert 空间的覆盖数作为度量估计学习速度的上界. 然后, 引进集合的熵数并以此为工具给出

学习速度的下界, 而覆盖数与熵数在学习理论研究中通常作为复杂性度量而被广泛使用.

根据推论 1 及定理 4, 当回归函数 m 的 k 阶偏导数属于 LipC1, 不难得到如下不等式

c1

(
1
n

) 2k
2k+s

6
∫

X

(f(x)−m(x))2ν(dx) 6 c2

(
log n

n

) 2k
2k+s

.

从上述不等式, 可以看出, 当光滑回归函数满足一些光滑性假定时, 所获得收敛速度估计除一个对数

因子外是最优的. 当然, 我们希望上、下界的 “阶” 是一致的，即能够准确刻画学习算法 (2) 的本质

收敛阶, 这是一个富有挑战、值得进一步研究的问题. 我们猜测, 在一定条件下的上界估计可改进为

c1( 1
n )

2k
2k+s .
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Abstract In many applications, the pre-information on regression function is always unknown. Therefore, it is

necessary to learn regression function by means of some valid tools. In this paper we investigate the regression

problem in learning theory, i.e., convergence rate of regression learning algorithm with least square schemes in

multi-dimensional polynomial space. Our main aim is to analyze the generalization error for multi-regression

problems in learning theory. By using the famous Jackson operators in approximation theory, covering number,

entropy number and relative probability inequalities, we obtain the estimates of upper and lower bounds for

the convergence rate of learning algorithm. In particular, it is shown that for multi-variable smooth regression

function, the estimates are able to achieve almost optimal rate of convergence except for a logarithmic factor. Our

results are significant for the research of convergence, stability and complexity of regression learning algorithm.
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156

 https://engine.scichina.com/doi/10.1360/zf2011-41-2-144


