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1.  IntroducƟon 

Power analysis (e.g., Cohen, 1988) is essenƟal in randomized trials studies, parƟcularly in determining 
the sample size to detect treatment effects. An opƟmal sample allocaƟon (Raudenbush & Liu, 2000) is to 
maximize power while minimizing sampling costs. In power analysis and opƟmal design, the test staƟsƟc 
for the main effect of treatment follows a non‐central t‐distribuƟon under the alternaƟve hypothesis. 
Since power is posiƟvely related to the non‐centrality parameter, maximizing power requires maximizing 
this parameter, which means minimizing the variance of the treatment effect esƟmate. 

Despite its importance, several challenges exist. First, in mulƟsite randomized trials, the 
incorporated random coefficients add complexity to esƟmaƟon. Hierarchical linear models (HLM; e.g., 
Raudenbush & Bryk, 2002), also known as mulƟlevel models (MLM; e.g., Snijders, & Bosker, 2012) or 
mixed‐effect models (e.g., Fitzmaurice, Laird & Ware, 2012), have various esƟmaƟon methods, such as 
full maximum likelihood esƟmaƟon (FML; Goldstein, 1986; Longford, 1987), restricted/residual 
maximum likelihood esƟmaƟon (RML; Mason et al., 1983; Raudenbush & Bryk, 1986), least square 
esƟmaƟon (LS), exploratory esƟmaƟon methods and others. AddiƟonally, esƟmaƟons can be derived 
using either basic algebra or matrix algebra, leading to discrepancies in formats. Second, most exisƟng 
derivaƟon in mulƟsite randomized trials assume balanced designs (e.g., Raudenbush & Bryk, 2002; 
Dong, Kelcey & Spybrook, 2021), where control and experimental groups have equal sample sizes. 
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However, real‐world studies oŌen involve unbalanced designs, where sample sizes differ in control and 
experimental groups. Assuming balanced designs limits their applicability to pracƟcal scenarios. Third, 
different coding schemes for treatment and control groups create inconsistencies in esƟmaƟon results. 
Some assign 0 to the control group and 1 to the experimental group, while others use ‐0.5 and +0.5, 
respecƟvely. Many exisƟng power analysis and opƟmal design results (e.g., Raudenbush & Liu, 2000; 
Dong, Kelcey & Spybrook, 2021) are derived under the laƩer coding scheme in balanced designs, limiƟng 
their generalizability to other coding schemes and unbalanced designs.  

To address these challenges, this arƟcle aims to (1) provide a clear and systemaƟc approach to 
deriving MLM parameter esƟmates and related results for mixed‐effect models in mulƟsite randomized 
trials to enhance clarity and interpretability, (2) extend esƟmaƟon results to more general cases, 
parƟcularly unbalanced designs, making it more applicable to real‐world research, while also deriving 
balanced design results as a special case, (3) provide esƟmaƟon approaches for different coding 
schemes to ensure transparency in their differences and implicaƟons, (4) compare the derived results 
with exisƟng literature and establish connecƟons among them, (5) help researchers to improve the 
understanding of theoreƟcal foundaƟon of MLM esƟmaƟon in mulƟsite randomized trials.  

This paper is organized as follows. SecƟon 2 reviews esƟmaƟon in the general mulƟlevel model 
using matrix algebra. SecƟon 3 focuses on esƟmaƟon in mulƟsite randomized trials, using individual‐
level formulaƟons and basic algebra. It also compares esƟmates derived from different coding schemes, 
study designs, and special cases. SecƟon 4 applies the results to power analysis, and SecƟon 5 concludes 
the paper. 

2.  The general MLM model 

Suppose there are J sites and  ௝݊  is the sample size at the ݆௧௛ site. The total sample size N is ܰ ൌ ߑ ௝݊. Let 

௜௝ݕ  be the observed data point for object ݅ at site	݆, and  ௝ܻ  be an  ௝݊ ൈ 1 vector of variables ݕ௜௝. In a two‐
level hierarchical analysis, the general MLM has two levels (Raudenbush & Bryk, 2002). At Level 1, the 

model is 

௝ࢅ ൌ ௝ࢼ	௝ࢄ	 ൅ ௝ࣕ      with    ௝ࣕ~ܰ൫૙,  ൯                                        (1)ࡵ௝ଶߪ

where ࢄ௝ is an  ௝݊ ൈ ሺܭ ൅ 1ሻ design matrix of independent variables at level 1, ܭ is the number of 

independent variables, ࢼ௝  is a (ܭ ൅ 1ሻ ൈ 1 vector of level 1 random parameters, ܫ is an  ௝݊ ൈ ௝݊  idenƟty 

matrix, and ࣕ࢐ is an  ௝݊ ൈ 1 vector of normally distributed random errors with mean 0 and covariance 

matrix ߪ௝ଶࡵ, which is usually assumed ߪ௝ଶ ൌ  ଶ for simplicity. At Level 2, the model isߪ

௝ࢼ ൌ ࢽ	௝ࢃ ൅ ,௝~ܰሺ૙࢛    ௝     with࢛  ሻ                                           (2)࣎

where ࢐ࢃ is a ሺܭ ൅ 1ሻ ൈ ݉ matrix of level 2 predictors, ઻ is an ݉ ൈ 1 vector of fixed effects, ࢐࢛ is a 
ሺܭ ൅ 1ሻ ൈ 1 vector of level‐2 random residuals assumed to follow a mulƟvariate normal distribuƟon 

with mean 0 and covariance matrix ࣎ of dimension ሺܭ ൅ 1ሻ ൈ ሺܭ ൅ 1ሻ. By combining (1) and (2), the 

composite form is   

௝ࢅ ൌ ࢽ௝ࢃ௝ࢄ	 ൅ ௝࢛௝ࢄ ൅ ௝ࣕ  

2. 1  The esƟmate of the random coefficient ࢐ࢼ at level 1 
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To esƟmate ࢐ࢼ, we apply the ordinary least‐squares (OLS) on regression and obtain: 

࢐෡ࢼ ൌ ൫࢐ࢄ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ି૚
࢐ࢄ
ᇱ	࢐ࢅ	(3)                                                           

2.1.1 CondiƟonal expectaƟon and condiƟonal variance 

The condiƟonal expectaƟon of ࢼ෡࢐ is 

൯࢐ࢼ|࢐෡ࢼ൫ܧ ൌ ൫࢐ࢄ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ି૚
࢐ࢄ
ᇱ	൫࢐ࢄ	࢐ࢼ൯ ൌ  (4)                                          ࢐ࢼ

Assuming a known variance σଶ, the condiƟonal variance of ࢼ෡࢐ is  

൯࢐ࢼ|࢐෡ࢼ൫ݎܸܽ ൌ ࢐ࢄଶ൫ߪ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ିଵ
ൌ  (5)                                              ࢐ࢂ

For simplicity, we use ࢐ࢂ to denote ߪଶ൫࢐ࢄ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ିଵ
.  

2.1.2 UncondiƟonal expectaƟon and uncondiƟonal variance 
From equaƟons (1), (2) and (3), we obtain  

࢐෡ࢼ ൌ ௝ࢼ ൅ ൫࢐ࢄ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ି૚
࢐ࢄ
ᇱ݆ࣕ ൌ ൫݆ࢃ	ࢽ ൅ ൯݆࢛ ൅ ௝ࢋ  

where ࢋ௝ ൌ ൫࢐ࢄ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ି૚
࢐ࢄ
ᇱ݆ࣕ with ࢋ௝~ܰ൫0,  is ࢐෡ࢼ ௝൯. Thus, the uncondiƟonal expectaƟon ofࢂ

൯࢐෡ࢼ൫ܧ ൌ ൯࢐ࢼ൫ܧ ൌ  (6)                                                      	ࢽ࢐ࢃ

and the uncondiƟonal variance of ࢼ෡࢐, assuming known variance ߪଶ and ࣎, is given by 

෡௝൯ࢼ൫ݎܸܽ ൌ ࢐࢛൫ݎܸܽ ൅ ൯࢐ࢋ ൌ ࣎ ൅ ࢐ࢄଶ൫ߪ
ᇱ	࢐ࢄ൯

ିଵ
ൌ ࣎ ൅                              (7)	௝ࢂ

2. 2  The esƟmate of the fixed effect ࢽ at level 2 

Since ࢼ෡࢐ ൌ ࢽ	࢐ࢃ ൅ ࢐࢛ ൅ ,൫0ܰ~࢐ࢋ where ࢐ࢋ ,ሺ0ܰ~࢐࢛ ௝൯ andࢂ  ሻ, we apply the generalized least‐squares࣎
(GLS) to esƟmate ࢽ and obtain:  

ෝࢽ ൌ ቆ෍ ቀ࢐ࢃ
ᇱ	൫࣎ ൅ ൯࢐ࢂ

ି૚
ቁ࢐ࢃ

௃

௝ୀଵ
ቇ
ିଵ

෍ ቀ࢐ࢃ
ᇱ	൫࣎ ൅ ൯࢐ࢂ

ି૚
ቁ࢐෡ࢼ

௃

௝ୀଵ
                                     (8) 

The expectaƟon of ࢽෝ is 

ෝሻࢽሺܧ ൌ  ࢽ

and the variance of ઻ො  is 

ෝሻࢽሺݎܸܽ ൌ ቆ෍ ቀ࢐ࢃ
ᇱ	൫࣎ ൅ ൯࢐ࢂ

ି૚
ቁ࢐ࢃ

௃

௝ୀଵ
ቇ
ିଵ

                                                   (9) 

2. 3  The esƟmate of random components at both levels  

When the residual variance σଶ at level 1 and the residual covariance matrix τ at level 2 are unknown, 
there are no closed‐form mathemaƟcal formulas available to esƟmate them. Instead, iteraƟve numerical 
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procedures are used to obtain esƟmates. Several iteraƟve esƟmaƟon methods exist, including iteraƟve 

GLS and iteraƟve MLE. 

For the iteraƟve GLS, we first apply the OLS method to the composite model to obtain iniƟal 

parameter esƟmates and an esƟmate of the residual covariance matrix. Then re‐fit the composite model 

using GLS, treaƟng the esƟmated residual covariance matrix as if it were the true residual covariance 

matrix. This yields updated esƟmates of the fixed effects parameters and residual covariance matrix. We 

repeat the previous step iteraƟvely unƟl the results converges. 

For the iteraƟve MLE, we first assign iniƟal values to the unknown parameters. Then compute 

the likelihood funcƟon based on these parameter values, and update the parameter esƟmates based on 

the current likelihood funcƟon. We repeat the previous step mulƟple Ɵmes unƟl the difference between 

successive maximum likelihood values is less than a given criterion (e.g., 0.000001), indicaƟng 

convergence. The final parameter esƟmates corresponding to the maximum likelihood funcƟon are the 

iteraƟve ML esƟmates. There are two types of MLEs: FML and RML. While FML provides biased 

esƟmates of variance components, RML produces unbiased variance component esƟmates.  

3.  The mixed‐effect model in mulƟsite randomized trials  

In mulƟsite randomized trials, it is typically assumed that each site includes both control and 

experimental groups. Considering the simplest case with only a grouping variable X and no addiƟonal 

covariates, the Level 1 model is given by 

௜௝ݕ ൌ ଴௝ߚ ൅ 	ଵ௝ߚ ௜ܺ௝ ൅ ߳௜௝    with   ߳௜௝	~	݅. ݅. ݀. ܰሺ0,  ଶሻ                             (10)ߪ

assuming that both the control and experimental groups share the same residual variance ߪଶ. If  ௜ܺ௝ ൌ 0  
for the control group (C) and  ௜ܺ௝ ൌ 1 for the experimental/treatment group (E), then ߚ଴௝  represents the 
average outcome of the control group at site	݆, while ߚଵ௝  represents the average difference between the 
treatment and control groups at site ݆. The Level 2 model is specified as: 

଴௝ߚ ൌ ଴଴ߛ ൅ ଴௝ݑ   and   ߚଵ௝ ൌ ଵ଴ߛ ൅ ଵ௝      with   ቀݑ
଴௝ݑ
ଵ௝ቁݑ ܯ	~	 ଶܰ ቆቀ

0
0
ቁ , ቀ

߬଴଴ ߬଴ଵ
߬ଵ଴ ߬ଵଵ

ቁቇ           (11) 

where ߛ଴଴ is the mean of the control group across all J sites, and ߛଵ଴ is the mean difference between the 

treatment and control group across J sites, ߬଴଴ ൌ ଴௝൯ݑ൫ݎܽݒ ൌ  ଴௝ሻ is the variance of control groupߚሺݎܽݒ

means, ߬ଵଵ ൌ ଵ௝൯ݑ൫ݎܽݒ ൌ  ଵ௝ሻ is the variance of mean difference between the treatment andߚሺݎܽݒ

control groups, and their covariance ߬଴ଵ ൌ ߬ଵ଴ ൌ ,଴௝ݑ൫ݒ݋ܿ ଵ௝൯ݑ ൌ ,଴௝ߚ൫ݎܽݒ  ଵ௝൯. By combining (10) andߚ

(11), we obtain the composite model:  

௜௝ݕ ൌ ൫ߛ଴଴ ൅ ଵ଴ߛ ௜ܺ௝൯ ൅ ൫ݑ଴௝ ൅ ଵ௝ݑ ௜ܺ௝൯ ൅ ߳௜௝  

By comparing this model and the general MLM model, (1) ‐ (2) reduce to (10) ‐ (11), respecƟvely, by 

seƫng	ܭ ൌ 1, ݉ ൌ 2, and ࢃ௝ ൌ  .ଶࡵ

Note that in mulƟsite randomized trials, study designs can be balanced or unbalanced, 

depending on sample size allocaƟon. Let  ௝݊  be the sample size at site ݆, with  ௝݊௖  and  ௝݊ா  the sample 

sizes of the control and experimental groups, respecƟvely, such that  ௝݊ ൌ ௝݊ா ൅ ௝݊௖. In a balanced 

design, both groups have equal sample sizes, i.e.,  ௝݊ ൌ 2 ௝݊ா ൌ 	2 ௝݊௖. In contrast, an unbalanced design 
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allows the control and experiment groups to have different sample sizes. If further assume ݌ as the 
proporƟon of parƟcipants assigned to the experimental group, then  ௝݊ா ൌ ௝݊݌ and  ௝݊௖ ൌ ௝݊ሺ1 െ  .ሻ݌

3. 1  The esƟmate of the random coefficient ࢼ૙࢐ and ࢼ૚࢐ at level 1 

If we use dummy coding for the grouping variable X by seƫng  ௜ܺ௝ ൌ 0 for the control group and  ௜ܺ௝ ൌ 1 
for the experimental group, then ߚ଴௝  and ߚଵ௝  can be esƟmated as  

መ଴௝ߚ ൌ  ത௝௖ݕ

	መଵ௝ߚ ൌ ത௝ாݕ െ  ത௝௖ݕ

where ݕത௝௖ and ݕത௝ா  are the sample means of the control and experimental groups at site ݆, respecƟvely. 

Since ߚመ଴௝  and ߚመଵ௝  are random‐effect esƟmates, they have both condiƟonal and uncondiƟonal 

expectaƟons and variances. By comparing these esƟmates with (3), the coding of X maƩers. Different 

values of X lead to variaƟons in the form of ࢼ෡௝, especially for ߚመ଴௝, resulƟng in different interpretaƟons. 

3.1.1 CondiƟonal expectaƟon and condiƟonal variance of the esƟmates 

The condiƟonal expectaƟons of ߚመ଴௝  and ߚመଵ௝  are 

௢௝ሻߚ|መ௢௝ߚሺܧ ൌ ௢௝ߚ  

ଵ௝ሻߚ|መଵ௝ߚሺܧ ൌ ଵ௝ߚ  

By applying the central limit theorem (CLT), the condiƟonal variances of ߚመ௢௝  and ߚመଵ௝  are 

௢௝ሻߚ|መ௢௝ߚሺݎܸܽ ൌ
ఙమ

௡ೕ೎
                                                                    (12) 

ଵ௝ሻߚ|መଵ௝ߚሺݎܸܽ ൌ ଶߪ ൬
ଵ

௡ೕಶ
൅ 	

ଵ

௡ೕ೎
൰                                                        (13) 

3.1.2 UncondiƟonal expectaƟon and uncondiƟonal variance of the esƟmates 

By the law of total expectaƟon ܧሺXሻ ൌ መ଴௝ߚ ሺܺ|ܻሻ൯, the uncondiƟonal expectaƟons ofܧ൫ܧ  and ߚመଵ௝  are  

መ௢௝൯ߚ൫ܧ ൌ ܧ ቀܧ൫ߚመ௢௝หߚ௢௝൯ቁ ൌ ௢௝൯ߚ൫ܧ ൌ  ଴଴ߛ

መଵ௝ሻߚሺܧ ൌ ܧ ቀܧ൫ߚመଵ௝หߚଵ௝൯ቁ ൌ ଵ௝൯ߚ൫ܧ ൌ  ଵ଴ߛ

By the law of total variance ܸܽݎሺXሻ ൌ ሺܺ|ܻሻ൯ܧ൫ݎܸܽ ൅  ሺܺ|ܻሻ൯, the uncondiƟonal variances ofݎ൫ܸܽܧ
መ଴௝ߚ  and ߚመଵ௝  are  

መ଴௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ଴௝ሻ൯ߚመ଴௝หߚሺܧ൫ݎܸܽ ൅  ଴௝ሻ൯ߚመ଴௝หߚሺݎ൫ܸܽܧ

ൌ ଴௝ሻߚሺݎܸܽ ൅ ଴௝ሻ൯ߚመ଴௝หߚሺݎ൫ܸܽܧ ൌ ߬଴଴ ൅
ఙమ

௡ೕ೎
                                 (14) 

መଵ௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ଵ௝ሻ൯ߚመଵ௝หߚሺܧ൫ݎܸܽ ൅  ଵ௝ሻ൯ߚመଵ௝หߚሺݎ൫ܸܽܧ

ൌ ଵ௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൅ ଵ௝ሻ൯ߚመଵ௝หߚሺݎ൫ܸܽܧ ൌ ߬ଵଵ ൅ ଶߪ ൬
ଵ

௡ೕಶ
൅ 	

ଵ

௡ೕ೎
൰          (15) 
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In the special case where  ௝݊ ൌ ݊ for all sites, the total sample size is ܰ ൌ with ݊ா ,݊ܬ ൌ  and ݌݊
݊௖ ൌ ݊ሺ1 െ   ሻ. Under this condiƟon, the variances in (14) and (15) simplify to݌

መ଴௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ߬଴଴ ൅
ଶߪ

݊ሺ1 െ ሻ݌
 

መଵ௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ߬ଵଵ ൅ ଶߪ ൬
1
݌݊

൅ 	
1

݊ሺ1 െ ሻ݌
൰ 

3.1.3 Different coding schemes of X in a balanced design 

Different codings of the group variable X lead to variaƟons in the form of ࢼ෡௝  in equaƟon (3), parƟcularly 

 መ଴௝, resulƟng in different interpretaƟons. In addiƟon to dummy coding, another commonly usedߚ

alternaƟve is effect coding, where  ௜ܺ௝ ൌ െ0.5 for the control group and  ௜ܺ௝ ൌ ൅0.5 for the 
experimental group (someƟmes rescaled to ‐1/+1). This coding scheme is most appropriate in balanced 

designs, where the sample sizes in the control and experimental groups are equal (i.e.,  ௝݊ா ൌ 	 ௝݊௖ ൌ
ଵ

ଶ ௝݊). In this case, the intercept ߚ଴௝  represents the grand mean of Y at site ݆, and ߚଵ௝  conƟnues to 

represent the treatment effect at that site. When the design is unbalanced, the intercept becomes a 

weighted grand mean, making the interpretaƟon of coefficients less intuiƟve. Therefore, under the 

௜ܺ௝ ൌ െ0.5/൅0.5 coding in a balanced design, the coefficients can be esƟmated as:  

መ଴௝ߚ ൌ  ത௝ݕ

	መଵ௝ߚ ൌ ത௝ாݕ െ  ത௝௖ݕ

Under this condiƟon, the variances in (12) ‐ (15) become: 

଴௝ሻߚ|መ଴௝ߚሺݎܸܽ ൌ ത௝ሻݕሺݎܸܽ ൌ
ଶߪ

௝݊
 

ଵ௝൯ߚ|መଵ௝ߚ൫ݎܸܽ ൌ ത௝ாݕ൫ݎܸܽ െ ത௝௖൯ݕ ൌ ଶߪ ቆ
2

௝݊
൅ 	

2

௝݊
ቇ ൌ

ଶߪ4

௝݊
		 

መ଴௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ଴௝ሻߚሺݎܸܽ ൅ ܧ ൬
ఙమ

௡ೕ
൰ ൌ ߬଴଴ ൅

ఙమ

௡ೕ
                                                  (16) 

መଵ௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ଵ௝ሻߚሺݎܸܽ ൅ ܧ ൬
ସఙమ

௡ೕ
൰ ൌ ߬ଵଵ ൅

ସఙమ

௡ೕ
                                               (17) 

In the special case where  ௝݊ ൌ ݊ for all sites, these variances simplify to 

଴௝ሻߚ|መ଴௝ߚሺݎܸܽ ൌ
ఙమ

௡
                                                                        (18) 

ଵ௝൯ߚ|መଵ௝ߚ൫ݎܸܽ ൌ
ସఙమ

௡
                                                                      (19) 

መ଴௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ߬଴଴ ൅
ఙమ

௡
                                                                    (20) 

መଵ௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ ߬ଵଵ ൅
ସఙమ

௡
                                                                  (21) 
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The results in (18) ‐ (19) are idenƟcal to those in equaƟon (6) on page 201 of Raudenbush & Liu (2000), 

and (20) ‐ (21) are idenƟcal to those in equaƟon (7) on the same page. It is important to note that these 

results apply specifically to the coding scheme of  ௜ܺ௝ ൌ െ0.5 /൅0.5 in a balanced design. When using 

௜ܺ௝ ൌ 0/1 coding, whether in a balanced or unbalanced design, the variances are given by (12)‐(15). 

3. 2  The esƟmate of the fixed‐effect ߛ଴଴ and ߛଵ଴  at level 2 

If  ௜ܺ௝ ൌ 0 for the control group and  ௜ܺ௝ ൌ 1 for the experimental group, then ߛ଴଴ and ߛଵ଴ can be 
esƟmated as 

ො଴଴ߛ ൌ መ̅଴௝ߚ ൌ
ଵ

௃
෍ ത௝௖ݕ

௃

௝ୀଵ
                                                                       (22) 

ොଵ଴ߛ ൌ መ̅ଵ௝ߚ ൌ
ଵ

௃
	෍ ሺݕത௝ா െ ത௝௖ሻݕ

௃

௝ୀଵ
		                                                     (23) 

The expectaƟon of the ߛො଴଴ and ߛොଵ଴ are  

ො଴଴ሻߛሺܧ ൌ ܧ ቀߚመ̅଴௝ቁ ൌ  ଴଴ߛ

ොଵ଴ሻߛሺܧ ൌ ܧ ቀߚመ̅ଵ௝ቁ ൌ  ଵ଴ߛ

By applying (14) and (15), the variances of ߛො଴଴ and ߛොଵ଴ are  

ො଴଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ ݎܽݒ ቀߚመ̅଴௝ቁ ൌ ݎܽݒ ቌ
1
ܬ
෍ߚመ଴௝

௃

௝ୀଵ

ቍ ൌ
1
ଶܬ
ቌ෍ݎܽݒ൫ߚመ଴௝൯

௃

௝ୀଵ

ቍ 

ൌ ଵ

௃మ
ቌ෎ ൬߬଴଴ ൅

ఙమ

௡ೕ೎
൰

௃

௝ୀଵ

ቍ ൌ ఛబబ
௃
൅ ఙమ

௃మ
෎

ଵ

௡ೕ೎

௃

௝ୀଵ

                            (24) 

ොଵ଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ ݎܽݒ ቀߚመ̅ଵ௝ቁ ൌ 	
1
ଶܬ
ቌ෍ݎܽݒ൫ߚመଵ௝൯

௃

௝ୀଵ

ቍ ൌ
1
ଶܬ
൮෎൭߬ଵଵ ൅ ଶߪ ቆ

1

௝݊ா
൅ 	

1

௝݊௖
ቇ൱

௃

௝ୀଵ

൲ 

ൌ
ఛభభ
௃
൅

ఙమ

௃మ
ቆ෍

ଵ

௡ೕಶ

௃

௝ୀଵ
൅ 	෍

ଵ

௡ೕ೎

௃

௝ୀଵ
ቇ                                     (25) 

In the special case where  ௝݊ ൌ ݊ for all sites with ݊ா ൌ and ݊௖ ݌݊ ൌ ݊ሺ1 െ  ሻ, equaƟons (22) ‐ (25)݌
simplify to 

ො଴଴ߛ ൌ  	ത௖ݕ

ොଵ଴ߛ ൌ መ̅ଵ௝ߚ ൌ തாݕ െ  	ത௖ݕ

ො଴଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ
߬଴଴
ܬ
൅

ଶߪ

ሺ1݊ܬ െ ሻ݌
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ොଵ଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ
߬ଵଵ
ܬ
൅
ଶߪ

ܬ
൬
1
݌݊

൅ 	
1

݊ሺ1 െ ሻ݌
൰ 

In a balanced design and  ௜ܺ௝ ൌ െ0.5 for the control group and  ௜ܺ௝ ൌ ൅0.5  for the experimental 

group, ߛ଴଴ is the expected value across all groups, while ߛଵ଴ is the expected mean difference between 

the experimental and control groups. In this case, ߛ଴଴ and ߛଵ଴ can be esƟmated as follows: 

ො଴଴ߛ ൌ መ̅଴௝ߚ ൌ
1
ܬ
෍ݕത௝

௃

௝ୀଵ

 

ොଵ଴ߛ ൌ መ̅ଵ௝ߚ ൌ
1
ܬ
෍ሺݕത௝ா െ ത௝௖ሻݕ

௃

௝ୀଵ

 

By applying (16) and (17), the variances of the esƟmates ߛො଴଴ and ߛොଵ଴ are  

ො଴଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ ݎܽݒ ቀߚመ̅଴௝ቁ ൌ
ଵ

௃మ
ා ൬߬଴଴ ൅

ఙమ

௡ೕ
൰ ൌ

ఛబబ
௃
൅

ఙమ

௃మ
෎ ଵ

௡ೕ

௃

௝ୀଵ

௃

௝ୀଵ

             (26) 

ොଵ଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ ݎܽݒ ቀߚመ̅ଵ௝ቁ ൌ
ଵ

௃మ
෎ ൬߬ଵଵ ൅

ସఙమ

௡ೕ
൰

௃

௝ୀଵ

ൌ
ఛభభ
௃
൅

ସఙమ

௃మ
෎ ଵ

௡ೕ

௃

௝ୀଵ

             (27) 

In the special case where  ௝݊ ൌ ݊ for all sites, the esƟmates and their variances in equaƟons (26)‐(27) 

simplify to  

ො଴଴ߛ ൌ  തݕ

ොଵ଴ߛ ൌ መ̅ଵ௝ߚ ൌ തாݕ െ  	ത௖ݕ

ො଴଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ
ఛబబାఙమ/௡

௃
                                                                (28) 

ොଵ଴ሻߛሺݎܽݒ ൌ
ఛభభାସఙమ/௡

௃
                                                             (29) 

The results (28) ‐ (29) match those in equaƟon (13) on page 202 of Raudenbush & Liu (2000). Again, 

these results specifically apply to the  ௜ܺ௝ ൌ െ0.5 /൅0.5 coding in a balanced design. For the  ௜ܺ௝ ൌ 0/1 
coding, whether in a balanced or unbalanced design, the variances are given by (24)‐(25).  

3. 3  The esƟmate of random components at both levels  

When the level 1 random component ߪଶ and the level 2 random component ࣎ are unknown, iteraƟve 
algorithms are used for esƟmaƟon. Suppose the ExpectaƟon‐MaximizaƟon (EM) algorithm is applied. 

The E‐step and M‐step are detailed as follows. 

E‐step: The composite model can be expressed in matrix form as 

௝ࢅ ൌ ࢽ௝ࢄ ൅ ௝࢛௝ࢄ ൅ ௝ࣕ 



Proceedings of the 89th Annual InternaƟonal MeeƟng of the Psychometric Society, Prague, Czech Republic 

where ࢅ௝  is an  ௝݊ ൈ 1 vector of ݕ௜௝, ࢄ௝ is an  ௝݊ ൈ 2 design matrix, ࢽ is a 2 ൈ 1 vector of fixed‐effect 
parameters,	࢛௝  is a 2 ൈ 1 vector of level 2 randomness, and  ௝ࣕ is an  ௝݊ ൈ 1 vector of residues. Based on 
the assumpƟons in (1) and (2), the joint distribuƟon of ࢅ௝  and  ࢛௝  is given by 

൬
௝ࢅ
௝࢛
൰ ܯ	~	 ௡ܰೕାଶ ൭൬

ࢽ௝ࢄ
૙
൰ , ቆ

௝ࢄ࣎௝ࢄ
ᇱ ൅ ࡵଶߪ ࣎௝ࢄ

′௝ࢄ࣎ ࣎
ቇ൱ 

Therefore, the distribuƟon of ࢛௝  condiƟonal on ࢅ௝  is 

൫࢛௝|ࢅ௝൯	~	ܯ ଶܰ ቆ൬ࢄ࣎௝
ᇱ൫ࢄ௝ࢄ࣎௝

ᇱ ൅ ൯ࡵଶߪ
ିଵ
൫ࢅ௝ െ ൯൰ࢽ௝ࢄ , ቀ࣎ െ ௝ࢄ࣎

ᇱ൫ࢄ௝ࢄ࣎௝
ᇱ ൅ ൯ࡵଶߪ

ିଵ
 ቁቇ࣎௝ࢄ

M‐step: Once the random ࢛௝  are generated, the parameters ߪ ,ࢽଶ and ࣎ can be esƟmated by 

maximizing the likelihood or using least‐square esƟmaƟon methods. 	

ෝࢽ ൌ ቌ෍ࢄ௝′ࢄ௝

௃

௝ୀଵ

ቍ

ିଵ

෍ࢄ௝
ᇱ൫ࢅ௝ െ ௝൯࢛௝ࢄ

௃

௝ୀଵ

 

ොଶߪ ൌ
1
ܬ
෍ ොࣕ௝′	ොࣕ௝

௃

௝ୀଵ

 

ො࣎ ൌ
1

ܬ െ 1
෍࢛ෝ௝࢛ෝ௝′

௃

௝ୀଵ

 

Specifically, given the random coefficient esƟmates ߚመ଴௝  and ߚመଵ௝, the esƟmates ߬̂଴଴ and ߬̂ଵଵ are 

߬̂଴଴ ൌ
ଵ

௃ିଵ
෍ ൫ߚመ଴௝ െ ො଴଴൯ߛ

ଶ௃

௝ୀଵ
െ

ఙෝమ

௡ೕ೎
                                                   (30) 

߬̂ଵଵ ൌ
ଵ

௃ିଵ
෍ ሺߚመଵ௝ െ ොଵ଴ሻଶߛ

௃

௝ୀଵ
െ ොଶߪ ൬

ଵ

௡ೕಶ
൅ 	

ଵ

௡ೕ೎
൰                                        (31) 

where 

ොଶߪ ൌ
1
ܬ
ා

1

௝݊ െ 2
ቌ෍൫ݕ௜௝ െ መ଴௝ߚ െ 	መଵ௝ߚ ௜ܺ௝൯

ଶ

௡ೕ

௜ୀଵ

ቍ

௃

௝ୀଵ

 

The results (30)‐(31) are derived from (14)‐(15) and  

መ଴௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ
1

ܬ െ 1
෍ሺߚመ଴௝ െ ො଴଴ሻଶߛ
௃

௝ୀଵ

ൌ ߬̂଴଴ ൅
ොଶߪ

௝݊௖
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መଵ௝൯ߚ൫ݎܸܽ ൌ
1

ܬ െ 1
෎ሺߚመଵ௝ െ ොଵ଴ሻଶߛ ൌ ߬̂ଵଵ ൅ ොଶߪ ቆ

1

௝݊ா
൅ 	

1

௝݊௖
ቇ

௃

௝ୀଵ

 

When the design is balanced, if we assume  ௝݊ ൌ ݊ and the coding is  ௜ܺ௝ ൌ െ0.5 /൅0.5, then (30) ‐ (31) 
simply to 

߬̂଴଴ ൌ
ଵ

௃ିଵ
෍ ൫ߚመ଴௝ െ ො଴଴൯ߛ

ଶ௃

௝ୀଵ
െ

ఙෝమ

௡
                                                   (32) 

߬̂ଵଵ ൌ
ଵ

௃ିଵ
෍ ሺߚመଵ௝ െ ොଵ଴ሻଶߛ

௃

௝ୀଵ
െ

ସఙෝమ

௡
                                                   (33) 

The results (32) ‐ (33) align with EquaƟon (12) on page 202 of Raudenbush & Liu (2000).  

4.  Power analysis  

With the derived parameter esƟmates, now we can compute the staƟsƟcal power for tesƟng the 

average treatment effect. In power analysis, the t staƟsƟc for the main effect of treatment ߛଵ଴ with 
degrees of freedom J‐1 is calculated as follows: 

௃ିଵݐ ൌ
ොଵ଴ߛ

ඥݎܽݒෞ 	ሺߛොଵ଴ሻ
 

For a non‐zero treatment effect ܪ௔ under the alternaƟve hypothesis, the t staƟsƟc follows a non‐central 
t distribuƟon with the degrees of freedom J‐1 and a non‐centrality parameter ߣ௡௖.  

In an unbalanced design,  

௡௖ߣ ൌ
ଵ଴ߛ

ඩ߬ଵଵܬ ൅
ଶߪ
ଶܬ ቌ෎

1
௝݊ா

௃

௝ୀଵ

൅ 	෎
1
௝݊௖

௃

௝ୀଵ

ቍ

 

If the type‐1 error is α, then the criƟcal value for a two‐sided t test is ݐ଴ ൌ ሺ1ݐ െ ,2/ߙ ܬ െ 1ሻ, and the 
power ൌ 1 െ Φ൫ݐ଴, ܬ െ 1, ௡௖൯ߣ	 ൅ Φሺെݐ௢, ܬ െ 1, ௡௖ሻ, and in a one‐sided t test, powerߣ ൌ 1 െ

Φ൫ݐ଴, ܬ െ 1, ,ݍ௡௖൯, where Φ൫ߣ	 ݂݀,  ௡௖൯ is the cumulaƟve distribuƟon funcƟon (CDF) of a non‐central tߣ	

distribuƟon.  

In a balanced design, the ߣ௡௖  simplify to 

௡௖ߣ ൌ
തாݕ െ ത௖ݕ

ඩ
߬ଵଵ
ܬ ൅

ଶߪ4
ଶܬ ෎ 1

௝݊

௃

௝ୀଵ
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In a two‐sided t test, power ൌ 1 െ Φ൫ݐ଴, ܬ െ 1, ௡௖൯ߣ	 ൅ Φሺെݐ௢, ܬ െ 1,  ,௡௖ሻ, and in a one‐sided t testߣ

power ൌ 1 െ Φ൫ݐ଴, ܬ െ 1,  ௡௖൯. In the special case whereߣ	 ௝݊ ൌ ݊ for all sites, the non‐centrality 
parameter ߣ௡௖  becomes 

௡௖ߣ ൌ
തாݕ െ ത௖ݕ

ට߬ଵଵ ൅ ݊/ଶߪ4
ܬ

 

This ߣ௡௖  corresponds to the square root of the ߣ in EquaƟon (15) on page 202 of Raudenbush & Liu 
(2000), where they used a non‐central F distribuƟon instead of a non‐central t distribuƟon. Their λ 

parameter was derived under the assumpƟon of  ௝݊ ൌ ݊ in a balanced design, which is a special case of 
the more general scenarios developed in this arƟcle.  

5.  Discussion  

This arƟcle revisits the esƟmaƟon of mulƟlevel models in power analysis and opƟmal design, with a 

focus on mixed‐effect models in mulƟsite randomized trials. It presents various approaches to deriving 

parameter esƟmates by incorporaƟng matrix and individual forms, balanced and unbalanced designs, 

different coding schemes, and some special cases. By showing the similariƟes, differences, and 

relaƟonships among these esƟmates, the study provides a clearer framework, enhances transparency, 

and improves interpretability. This work can be extended to other designs in power analysis and opƟmal 

design, as well as broader research contexts. Future studies can further explore their applicaƟons across 

diverse study designs and pracƟcal seƫngs. 
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