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dominacion total de grafos ponderados
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Abstract

El problema de dominacidn total de grafos ponderados consiste en determinar un
conjunto de dominacién total D en un grafo cuyos vértices y aristas tienen pesos
asociados, de forma que se minimice el coste total. Este coste se define como
la suma de los pesos de los vértices incluidos en D, los pesos de las aristas del
subgrafo inducido por D, y, para cada vértice no seleccionado, el peso minimo
de la conexién con algun vértice de D. Este problema, considerado NP-duro
por su dificultad, tiene aplicaciones en redes de comunicacion, localizacién de
instalaciones y redes sociales, entre otras. El articulo que aqui se presenta, propone
una metodologia basada en una busqueda de vecindades variables (VNS) y en
una construccién adaptativa mediante Biased GRASP, lo que permite obtener
soluciones de alta calidad en instancias de gran tamafio.

1 Introduccion

El estudio de problemas de dominacién en grafos estd ampliamente abordado en la literatura, siendo
fundamentales en el andlisis de estructuras de redes y en la optimizacién combinatoria. El caso
del problema de dominacidn total de grafos ponderados, o su acepcion en inglés Weighted Total
Domination Problem (WTDP), fue propuesto por|Ma et al.[(2019)), y extiende el clasico problema
de dominacion total al incorporar pesos en los vértices y aristas, permitiendo modelar situaciones
reales como la asignacién éptima de dispositivos en redes de comunicacién. Debido a la complejidad
computacional del problema, los enfoques exactos resultan ineficientes para instancias de gran
tamafio, lo que justifica la aplicacién de técnicas heuristicas y metaheuristicas para obtener soluciones
en tiempos razonables.

En el trabajo publicado en|Casado et al.|(2025) proponemos un procedimiento metaheuristico basado
en la metodologia VNS e investigamos diversas estrategias para la construccién de soluciones iniciales
de buena calidad. Proponemos dos funciones voraces distintas y un contrustivo voraz aleatorizado
sesgado (Biased GRASP, BGC). En el BGC, la probabilidad de seleccionar un elemento se orienta
hacia aquellos que, ademads de ofrecer alta calidad, contribuyen a aumentar la diversidad de la solucion.
Asimismo, se consideran dos variantes para cada método constructivo: la versién bésica, que finaliza
al obtener una solucién factible, y la version extendida, que contintia incorporando elementos. En
Casado et al.|(2025)) se realizaron experimentos numéricos, apoyados en pruebas estadisticas, que
permitieron identificar las estrategias Optimas y validar las propuestas presentadas.

2 Modelo Matematico

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, donde V' es el conjunto de vértices y F el de aristas. Definimos
el vecindario de un vértice v € V, N(v), como el conjunto de vértices adyacentes a v. El vecindario

Submitted to XVI Congreso Espafiol de Metaheuristicas, Algoritmos Evolutivos y Bioinsiprados (MAEB 2025).
Do not distribute.



34
35
36
37

38
39
40
41

42
43
44
45
46

47
48
49

50
51
52
53
54
55

56

57
58
59
60
61
62
63
64

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81

82
83
84

cerrado de v se denota por N[v] = N(v) U {v}, y cada arista e € E conecta dos vértices distintos.
Para cualquier subconjunto S C V, se define N (.S) como el conjunto de todos los vértices vecinos
alos vértices de S,y N[S] = N(S) U S. Asimismo, E(.S) representa el conjunto de aristas cuyos
extremos pertenecen a S, y G[S] es el subgrafo inducido por S.

Un conjunto dominante (CD) es un subconjunto D C V tal que todo vértice en V' \ D es adyacente a
al menos un vértice en D. Por otra parte, un conjunto de dominacion total (TDS) es un subconjunto
S C V en el que cada vértice del grafo, incluidos los que pertenecen a S, tiene al menos un vecino
en S (es decir, N(S) = V). Para que exista un TDS es necesario que no haya vértices aislados en G.

Consideremos un grafo ponderado tanto en vértices como en aristas, G = (V,wy, E,wg), donde
wy : V — R* asigna un peso positivo a cada vértice y wg : E — R asigna un peso a cada arista.
Para simplificar, se usard la notacién w cuando no exista ambigiiedad entre wy y wg. El problema de
dominacién total ponderada (WTDP) consiste en hallar un TDS S en G que minimice el coste total,
definido por la funcién

f(S) = Zw(u) + Z w(e) + Z min{w(v,u) : u € N(v) NS}

u€sS e€E(S) veV\S

En otras palabras, se busca que la suma de los pesos de los vértices de .S, mds la suma de los pesos de
las aristas del subgrafo inducido por S, y ademas la suma del minimo peso de conexidn entre cada
vértice no perteneciente a S y su vecino en .S, sea la menor posible.

El WTDP se relaciona con diversas aplicaciones reales, como la ubicacién de un nimero limitado de
dispositivos en una red de comunicacién, de modo que cada sitio esté conectado a un transmisor. Aqui,
tanto el coste de instalar un dispositivo como el de establecer la comunicacién entre ellos se reflejan
en los pesos asignados. Asi, el objetivo es identificar el TDS de menor coste en un grafo de doble
ponderacidn, sin imponer restricciones sobre la cardinalidad del conjunto dominante. Este modelo
resulta fundamental para reducir los costes operativos en sistemas con altos gastos de comunicacién.

3 Metodologia y Detalles del Algoritmo

En|Casado et al.|(2025)) proponemos una metaheuristica basada en la bisqueda de vecindades variable
(VNS). Dado que VNS requiere iniciar la bisqueda a partir de una solucién inicial, la cual puede
generarse de manera aleatoria 0 mediante un procedimiento mds elaborado, proporcionar un punto
de partida prometedor reduce el esfuerzo computacional necesario para alcanzar soluciones de alta
calidad. Con ese objetivo, se proponen tres procedimientos constructivos: dos de ellos basados en
métodos completamente voraces y un tercero fundamentado en el marco de la metaheuristica Greedy
Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP), en particular, en su version Biased GRASP, que
asigna una probabilidad especifica a cada elemento candidato.

La metodologia propuesta se estructura en dos fases principales: la construccién de soluciones
iniciales y la mejora de estas mediante técnicas de busqueda local y de vecindades variables. En la
fase de construccién se desarrollan tres métodos. El primero, un constructivo voraz basado en la
funcién objetivo, selecciona iterativamente el vértice u que, al ser afiadido al conjunto .S, minimiza el
incremento de la funcién objetivo, es decir, se busca minimizar f(S U {u}). El segundo método es
otro constructivo voraz que evalda cada candidato a partir de una razén que relaciona el beneficio
obtenido en términos de nuevos vértices dominados y el coste de incluir dicho vértice, considerando
ademads las aristas internas que se generan. Finalmente, el tercer método constructivo consiste en
un constructivo basado en GRASP sesgado (Biased GRASP, BCG). En esta construccién a cada
vértice candidato se le asigna un valor de evaluacién mediante una funcién combinada de calidad y
diversidad, expresada como gpcg(u) = a- D + (1 — a) - @, donde @Q se relaciona con la funcién
voraz utilizada en el segundo constructivo voraz y D mide la diversidad en funcién de la frecuencia
con la que el vértice ha sido incluido en soluciones previas. La seleccion se efectiia mediante un
mecanismo de ruleta, favoreciendo aquellos candidatos con mayor valor de la funcién voraz, y el
proceso continda hasta cumplir un criterio de parada que puede permitir la mejora de soluciones
factibles mediante la incorporacion de nuevos vértices, siempre y cuando la reduccion en el coste
externo supere el incremento de los costes internos.

La fase de mejora de la solucién se basa en una bisqueda local que utiliza operadores de intercambio,
donde se reemplaza un vértice s € S por uno u ¢ S, con el fin de explorar el vecindario definido por
estos intercambios. Se estudiaron diversas variantes de esta biisqueda local, entre las que se encuentra
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una busqueda exhaustiva (ELS), que explora de manera completa el vecindario, la bisqueda predictiva
(PLS), que intenta predecir la mejora potencial sin ejecutar el intercambio completo (aunque con
un coste computacional elevado), y la biisqueda local reducida (RLS), que limita la exploracién
solo a aquellos intercambios que garantizan la factibilidad de la solucién. La dltima variante, RLS,
demostr6 un equilibrio adecuado entre eficacia y eficiencia, lo que la hace la opcion preferida en la
metodologia.

El nicleo del enfoque es el algoritmo de Bisqueda de vecindad variable con salto (JVNS de sus siglas
en inglés), el cual combina dos estrategias: en primer lugar, una fase de perturbacién que introduce
cambios aleatorios en la solucién actual mediante la eliminacién de k vértices y la incorporacién de
nuevos candidatos, lo que facilita la salida de 6ptimos locales; y en segundo lugar, la aplicacién de la
biisqueda local (usando RLS) sobre la solucion perturbada para refinarla. Ademas, se contempla una
version multi-start en la que se generan multiples soluciones iniciales mediante BGC y se ejecuta
JVNS para cada una, de manera que se explora un amplio espectro del espacio de soluciones.

4 Resultados Experimentales

En|Casado et al.[(2025)), en primer lugar se analizaron empiricamente las diversas configuraciones
y estrategias de los métodos propuestos para encontrar la mejor configuracioén del metaheuristico.
Comparamos los distintos procedimientos constructivos junto con las variantes de la biisqueda local
(ELS, PLS y RLS), ademas de contrastar un disefio VNS bdsico con uno de arranque multiple. Para
ello, se utilizaron un subconjunto preliminar de 25 instancias representativas extraidas del conjunto
de 180 instancias. Los resultados revelaron que el procedimiento Biased GRASP (BGC), combinado
con la bisqueda local basada en el ratio RLS y la configuracién del VNS con k4, = 0.3 y 60
iteraciones), logra obtener soluciones de alta calidad en tiempos de CPU razonables, reduciendo de
forma notable la desviaciéon promedio respecto al 6ptimo. En segundo lugar y con el objetivo de
evaluar la eficiencia y eficacia de nuestro algoritmo, lo comparamos la versién completa de nuestro
algoritmo JVNS con las formulaciones y el genético del articulo previo, GA1 (Alvarez-Miranda and
Sinnl, [2021)), utilizando tanto el conjunto de instancias derivadas del estado del arte (MA y NEW)
como un nuevo conjunto de instancias mas desafiantes, denominado CSM, que abarca grafos de
200 a 500 nodos. Mientras que en las instancias de menor tamafio ambos métodos, GA1 y JVNS,
ofrecieron resultados comparables, en las instancias grandes el algoritmo JVNS demostr6 superar
a GA1 tanto en calidad de solucién como en tiempo de cémputo. Por ejemplo, en el subconjunto
NEW Ila desviacién promedio fue de 0.12% para JVNS frente a 0.20% para GA1, mientras que en el
conjunto CSM JVNS mantuvo una desviacién minima (< 0.00001%) y tiempos de procesamiento
significativamente inferiores. Estos resultados confirman la escalabilidad y eficacia del enfoque
propuesto.

5 Conlusiones

En conclusién, el articulo presenta una metodologia robusta y eficiente para abordar el WTDP, com-
binando técnicas de construccioén adaptativa, bisqueda local optimizada y estrategias de perturbacién
en una estructura de busqueda de vecindades variables. Los resultados obtenidos no solo aportan una
solucién competitiva para instancias grandes, sino que también abren la puerta a futuras investiga-
ciones que integren enfoques meteheuristicos, combinando técnicas de optimizacién matemadtica y
heuristicas avanzadas, para enfrentar problemas de dominacién en grafos con atin mayores niveles de
complejidad.
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