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摘   要：特征子空间学习是图像识别及分类任务的关键技术之一，传统的特征子空间学习模型面临两个主要的问

题。一方面是如何使样本在投影到特征空间后有效地保持其局部结构和判别性。另一方面是当样本含噪时传统学

习模型所发生的失效问题。针对上述两个问题，该文提出一种基于低秩表示(LRR)的判别特征子空间学习模型，

该模型的主要贡献包括：通过低秩表示探究样本的局部结构，并利用表示系数作为样本在投影空间的相似性约

束，使投影子空间能够更好地保持样本的局部近邻关系；为提高模型的抗噪能力，构造了一种利用低秩重构样本

的判别特征学习约束项，同时增强模型的判别性和鲁棒性；设计了一种基于交替优化技术的迭代数值求解方案来

保证算法的收敛性。该文在多个视觉数据集上进行分类任务的对比实验，实验结果表明所提算法在分类准确度和

鲁棒性方面均优于传统特征学习方法。
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Abstract: Feature subspace learning is a critical technique in image recognition and classification tasks.

Conventional feature subspace learning methods include two main problems. One is how to preserve the local

structures and discrimination when the samples are projected into the learned subspace. The other hand when

the data are corrupted with noise, the conventional learning models usually do not work well. To solve the two

problems, a discriminative feature learning method is proposed based on Low Rank Representation (LRR). The

novel method includes three main contributions. It explores the local structures among samples via low rank

representation, and the representation coefficients are used as the similarity measurement to preserve the local

neighborhood existed in the samples; To improve the anti-noise performance, a discriminative learning item is

constructed from the recovered samples via low rank representation, which can enhance the discrimination and

robustness simultaneously; An iterative numerical scheme is developed with alternating optimization, and the

convergence can be guaranteed effectively. Extensive experimental results on several visual datasets

demonstrate that the proposed method outperforms conventional feature learning methods on both of accuracy

and robustness.
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1    引言

随着人脸识别与图像分类技术的快速发展，特

征提取作为影响识别与分类结果的关键技术一直受

到研究人员的追捧，已经广泛地应用到了数据挖

掘、计算机视觉及模式识别等领域，并取得了显著

的效果[1,2]。近来，基于子空间学习的特征提取方

法由于其良好的数据驱动特性受到了学者们的广泛

关注，其基本思想是利用训练数据构建学习模型来

学习满足数据分布特性的特征投影矩阵，可以将原

始高维数据投影到低维空间。同时，通过灵活地设

计模型的具体形式，该类方法能够达到有效保持数

据的局部结构、提高特征判别性能等目的，使投影

后的数据可以进一步地突出数据的类内相似性和类

间差异性。基于上述的诸多好处，基于子空间学习

的判别性特征学习方法广泛地用于图像分类和识别

等视觉模式分析任务，成为计算机视觉中一个活跃

的研究领域。

现今，许多具有代表性的特征子空间学习方法

已经被提出。例如，在有监督特征子空间学习的方

法中，线性判别分析(Linear Discriminant Analysis,
LDA)是具有代表性的特征空间学习方法之一。

LDA通过Fisher线性判别项学习一个投影矩阵，并

且在具有判别信息的低维子空间中产生良好的类间

特征分离效果[3]。为了进一步提高性能，Cai等人[4]

提出局部敏感判别分析 (Loca l i t y  S en s i t i v e
Discriminant Analysis, LSDA)，其目的是通过发

现数据局部流型结构以实现每个局部区域不同类别

的数据点之间的间距最大化。

上述方法尽管取得了一定的成效，但当数据受

到噪声干扰时，模型的性能会下降。因此，许多基

于表示模型的特征空间学习方法由于其更出色的鲁

棒性引起了人们极大的关注。稀疏表示(Sparse
Representation, SR)和低秩表示(Low Rank
Representation, LRR)是两个代表性的模型。从概

率论的角度出发，Cai等人[5]提出了一种基于稀疏

表示的分类模型(Probabilistic Collaborative
Representation-based Classification, ProCRC)，
其中学习到的编码特征很好地定义了属于测试集所

有类别的协同子空间的概率。相比SRC，LRR能够

充分的考虑样本间的相关性信息和子空间结构，同

时在一定程度上具有数据恢复和消除噪声的作用，

目前已经在字典学习[6]、迁移学习[7]、域适应[8]和异

常值检测[9]等领域有了广泛的应用。文献[10]提出

了潜在低秩表示模型(Latent LRR)将特征提取和

子空间学习放入统一框架中，利用数据中存在的潜

在的结构信息，获得更加鲁棒的特征。为了消除

Latent LRR中独立学习两个矩阵不能保证整体的

最优化，Fang等人[11]提出了一种近似低秩的有监

督特征提取方法(Supervised Feature Extraction method
by Approximating the Low-rank Representation,
SFE-ALR)，SFE-ALR将Latent LRR中两个矩阵

看做一个整体来处理，使二者相互促进获得更好的

判别信息。与此同时，Ma等人[12]提出了一种用于

稀疏表示的判别性低秩字典学习方法(Discriminative
Low Rank Dictionary learning algorithm for
Sparse Representation, DLRDSR), DLRDSR将低

秩约束和字典学习结合在一起实现稀疏表示，用以

解决识别和分类任务。

受到上述研究的启发，本文提出一种基于低秩

表示的鲁棒的判别特征子空间学习方法。该方法将

低秩约束与特征子空间学习融入同一框架，并将类

别标签、低秩表示系数以及重构样本信息作为3种
不同的约束项来指导特征子空间的学习，良好地保

持数据的局部近邻关系，改善抗噪性能以及增强判

别特性，使特征子空间的判别性和鲁棒性得到有效

的改善。综上所述，本文的贡献包括以下几个方面：

(1) 将低秩表示和特征子空间学习放入同一目

标函数，利用低秩表示系数作为样本的相似性测量

构造样本在特征空间的距离约束项。通过迭代的学习

表示系数和特征子空间，使这两个变量间相互促进，

进一步保持样本在投影空间的局部结构和近邻关系；

(2) 通过低秩表示重构训练样本，设计一种鲁

棒的判别特征空间约束项，使得特征子空间的学习

能够来自于带有干扰抑制作用的重构样本，提高模

型的抗噪声能力。

(3) 提出一种基于交替优化的数值方案，迭代

地求解目标函数中的变量，获得问题的收敛解。并

在公开的图像数据集上证明了该方法的有效性。

2    方法描述

2.1  基于低秩表示的特征子空间学习模型

2.1.1  样本相关性约束的特征子空间学习

从现有的特征子空间学习模型来看，绝大多数

形式的约束项都对特征子空间的学习有促进作用。

低秩表示模型自从被提出以来，在子空间学习[13]、

子空间聚类[14]和图像处理[15]方向都有广泛的研究，

它可以更好地发现样本数据的低维结构组成，并伴

有干扰抑制的作用。因此本文设计了一个基于低秩

表示和样本相关性的特征子空间约束项。该约束项

将低秩表示与特征空间相融合，利用低秩表示模型

探究样本的潜在本质结构，并将低秩表示系数作为

潜在本质结构的度量约束样本在投影空间的近邻关

系，其具体的表达式为
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min
P ,Z,E

∑
ij

Zij

∥∥P TXi − P TXj

∥∥2
2
+∥Z∥∗+λ1∥E∥2,1

s.t.X = XZ +E,P TP = IP ,Zij ≥ 0


(1)

∥·∥∗ ∥·∥2F ∥·∥2,1
l2,1 ∥Z∥∗+

λ1∥E∥2,1 Z

X E

Z

∥∥P TXi − P TXj

∥∥2
2

其中 表示矩阵核范数， 为F范数， 表示

矩阵的 范数，用于包含异常值的数据。

为低秩表示约束项，其中 为为样本的自

表示系数矩阵， 为训练样本， 为误差矩阵。对

表示系数矩阵 进行了低秩约束，可以更容易发现

训练样本的潜在本质结构的局部相似性，并同时消

除样本数据中的噪声干扰。 表示

两个不同样本投影到特征子空间后样本之间的距

离，用于约束其局部近邻程度。

Zij Xi Xj

Z

Zij Zij

P

P TP =IP IP P×P

根据式(1)， 可用于度量样本 与 之间的

结构相似性，以保持样本的局部结构。本文对 施

加了额外的非负约束，保证距离约束项的非负性。

若两个样本相似性越大， 越大；反之 越小。

此外，为了减少数据冗余，这里对投影矩阵 还引

入了额外的正交约束 , 为 的单位阵。

式(1)中模型的投影效果示意图如图1所示。其中，

不同颜色的三角形，正方形，圆形分别代表3种不

同类别的样本。

2.1.2  低秩表示的鲁棒判别特征空间约束项

为了进一步加强特征子空间的判别性和鲁棒

性，本文提出了一种基于低秩重构样本的特征子空

间约束项。该约束项首先利用低秩表示系数进行样

本重构，其目的是在一定程度上抑制噪声干扰并恢

复出纯净原始数据，然后再利用标签信息以有监督

的方式约束样本在特征投影空间的距离关系，其约

束项的表达式为∥∥P TXZ (I −Ue)
∥∥2
F −

∥∥P TXZ (Ue −Uf)
∥∥2
F

+ η
∥∥P TXZ

∥∥2
F (2)

Z Z ∥·∥2F
I n× n Ue Uf

Xi Xj Ue (i, j) = (1/nk) nk

Xi Xj Ue (i, j) = 0

Xi Xj Uf (i, j) = (1/n)

其中 为式(1)中的低秩系数矩阵 ， 为F范数，

为 的单位阵， 和 是两个常系数矩阵，当

和 属于同一类时， , 为第k类

的样本数；当 和 不属于同一类时， 。

无论 和 是否属于同一类， ,

n为样本总数。式(2)一方面引入了标签的监督信

息，使类内散度矩阵和类间散度矩阵差异化进一步

扩大，增强了特征子空间的判别性能。另一方面，

通过探索低秩重构数据的结构信息，利用具有干扰

抑制作用的重构样本，提高了特征子空间的鲁棒

性。因此，式(2)可看做是式(1)中约束项对于判别

性和鲁棒性的补充约束，两式相结合，其投影效果

示意图如图2所示。

2.1.3  综合鲁棒判别特征子空间学习模型

在上述的两个子空间约束项基础上，为了使特

征子空间的学习能够更有效提高对于分类问题的适

应性，并保证同类样本能够尽量地聚集于一个具有

类别信息和大边缘间隔的聚类中心，本文还引入样

本标签回归项。通过将标签回归项与式(1)与式(2)
放入同一优化目标函数，提出式(3)的综合判别特

征空间学习模型

min
P ,Z,E

1
2

∥∥Y − P TX
∥∥2
F

+
∑
ij

Zij

∥∥P TXi − P TXj

∥∥2
2

+ ∥Z∥∗ + λ1∥E∥2,1
+ λ2

(∥∥P TXZ (I −Ue)
∥∥2
F

−
∥∥P TXZ (Ue −Uf )

∥∥2
F

+η
∥∥P TXZ

∥∥2
F

)
s.t.X = XZ +E,P TP = IP ,Zij ≥ 0



(3)

Y = [Y1Y2···Yn]

Yi = [−1···1···−1]T ∈ ℜj

−1 X= [X1X2···Xn]

Xi (i = 1, 2, ···, n)

P Z

Zij Z

λ1 λ2 η

其中Y是训练样本类别标签， ,

表示矩阵Y的第i列，如果第

i个样本属于第j类，则第i列中第j个元素为1，其余

的 元 素 为 。 是 训 练 样 本 ，

表示矩阵X的第i列，n表示训练样

本总数。 表示学习到的特征投影矩阵， 表示系

数表示矩阵， 为矩阵 中第i行第j列的值，参数

, 和 为正则化参数，用于平衡式中的各项正则

化约束。

2.2  目标函数求解

本节设计了一个迭代的数值方案求解目标函

数。由于在式(3)中，所有变量联合起来的目标函

数最小化问题并不是一个凸问题，因此本文采用非

精确增广拉格朗日乘子法(Augmented Lagrangian

 

 
图 1 基于样本局部近邻关系的特征空间投影效果示意图

 

 
图 2 低秩表示约束的鲁棒特征学习模型的效果示意图
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R G Y1 Y2 Y3

Multiplier, ALM)[16]来进行变量的交替求解。同

时，为了更方便求解最小化问题，本文引入辅助变

量 和 ，拉格朗日乘子 , 和 。通过增广拉

格朗日乘数法，得到式(3)的拉格朗日函数形式

min
P ,Z,E,G,R

1
2

∥∥Y − P TX
∥∥2
F

+
∑
ij

Rij

∥∥P TXi − P TXj

∥∥2
2
+ ∥G∥∗ + λ1∥E∥2,1

+ λ2

(∥∥P TXZ (I −Ue)
∥∥2
F −

∥∥P TXZ (Ue −Uf )
∥∥2
F

+η
∥∥P TXZ

∥∥2
F

)
+ Tr (Y1 (X −XZ −E))

+ Tr (Y2 (Z −G)) + Tr (Y3 (Z −R))

+
µ

2

(
∥X −XZ −E∥2F + ∥Z −G∥2F + ∥Z −R∥2F

)
s.t. P TP = IP ,Rij ≥ 0 (4)

P

P

P

在数值迭代方q案中，利用已提出的ALM方法，

在一次迭代中针对每个变量求解相应的子问题。在

对其中一个变量求解时，固定其他所有变量。通过

这样的方式，在第k次迭代时，消除与 无关的项

(即除 以外的其他变量固定不变)，得到关于投影

子空间 的如式(5)的子问题，并将其重写为基于图

的紧凑形式

min
P

1
2

∥∥Y − P TX
∥∥2
F + Tr

(
P TXLkXTP

)
+ λ2

(∥∥P TXZk (I −Ue)
∥∥2
F

−
∥∥P TXZk (Ue −Uf)

∥∥2
F + η

∥∥P TXZk
∥∥2
F

)
s.t.P TP = IP


(5)

L = D −R D Dii =∑
(R)∗i +

∑
(R)i∗

2

其中 为图拉普拉斯矩阵， 为由

组成的对角矩阵。由于正交约

束，最小化问题不是简单的2次问题，可以用文献[17]
中提出的基于目标函数导数的数值方法进行求解。

P

G

在求解出 后，通过固定其他变量，得到有关

变量 的目标函数，并将其化简为

min
G

1

µ
∥G∥∗ +

1

2

∥∥∥∥∥G−

(
Zk +

Y2
k

µ

)∥∥∥∥∥
2

F

(6)

式(6)是经典的秩最小化问题，可以通过文献[18]
中奇异值收缩算子有效地求解。

R

R

类似地，在删除与 无关的项后，得到关于

的目标函数。将其化简后为

min
R

∥∥∥∥∥R−

(
Zk +

Y3
k

µ

)∥∥∥∥∥
2

F

+
∑
i,j

(
R⊗ Sk+1

)
ij

s.t.Rij ≥ 0

 (7)

⊗ S其中 表示哈达玛乘积，矩阵 中的每一个元素为

Sij =
∥∥∥P T(k+1)

Xi − P T(k+1)
Xj

∥∥∥2
2

(·)ij

l1

表示， 表示样

本的i行j列的元素。由于式(7)中每个元素都是独立

进行计算且是非负的，因此式(7)的最小化问题本

质上是一个加权 范数最小化问题，可利用文献[19]
中的方法对其进行求解。

G R Z = R

Z = G G R

Z

由于 和 为辅助变量，且通过 和

对变量进行限制，因此在求解出 和 后，

可以通过固定其余变量，得到关于 的目标函数，

并将其化简为

min
Z

λ2

(∥∥∥P T(k+1)
XZ (I−Ue)

∥∥∥2
F

−
∥∥∥P T(k+1)

XZ (Ue −Uf)
∥∥∥2
F
+ η

∥∥∥P T(k+1)
XZ

∥∥∥2
F

)

+
µ

2

∥∥∥∥∥X −XZ −Ek+
Y1

k

µ

∥∥∥∥∥
2

F

+

∥∥∥∥∥Z
−Gk+1+

Y2
k

µ

∥∥∥∥∥
2

F

+

∥∥∥∥∥Z −Rk+1+
Y3

k

µ

∥∥∥∥∥
2

F

 (8)

Z

式(8)是2次凸最小化问题，令其导数为零，可

以求出 的解。

E

E

最后，删除与 无关的变量，得到有关误差矩

阵 的目标函数，其化简形式为

min
E

λ1

µ
∥E∥2,1 +

1

2

∥∥∥∥∥E −

(
X −XZk+1 +

Y1
k

µ

)∥∥∥∥∥
2

F
(9)

Θ = X −XZk+1 +
Y1

k

µ
通过设 ，式 ( 9 )中的

最小化问题可以通过文献[20]中的方法获得其闭

式解。

根据上面的分析，现将所提出的数值方案总结

于算法1。

算法1：综合目标函数的数值求解方案

λ1 λ2 η Z = G = R = 0

E = 0 Y1 = Y2 = Y3 = 0 µ = 0.6 µmax = 1010 ρ = 1.1

　输入: 训练集X，类别标签Y, , , , ,

　 , , , , 。

P　输出: 

　While not convergence do

P k+1 Gk+1 Rk+1 Zk+1 Ek+1　1. 使用式(5)—(9)进行更新 , , , , ；

µ　2. 更新拉格朗日乘子及参数 ：

Y1
k+1 = Y1

k + µ
(
X −XZk+1 −Ek+1

)
　　 ；

Y2
k+1 = Y2

k + µ
(
Zk+1 −Gk+1

)
　　 ；

Y3
k+1 = Y3

k + µ
(
Zk+1 −Rk+1

)
　　 ；

µ = min (µmax, ρµ)　　 ；

　end while
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3    实验结果及分析

3.1  数据集

本文使用4个图像数据集对特征子空间学习模

型进行性能评估，具体描述如下：

×

COIL20是一个物体数据集，包含了来自20个
对象的1440张图像，每个物体包含的72张图像是以

5°的角度连续拍摄的。在实验中，数据集中的所有图

像都被裁剪为32 32像素，并从每个物体图像中随

机选取10张图像作为训练集，其余图像用作测试集。

×

ORL是一个人脸数据集，它包含来自在40个
人的400张正面人脸图像。每个人包含了不同的照

明条件下的10张图片。实验中，每张人脸图像都被

裁剪为32 32像素，并从每个人的人脸图像中随机

选取5张作为训练集，其余图像作为测试集。

×

Extended YaleB也是一个人脸数据集，它包

含了来自28个人的2414张正面拍摄的人脸图像，每

个人都包含了不同光照条件下的大约64张图像。实

验中，数据集中的图像被裁剪为32 32像素，并从

每个人的人脸图像中随机选取30张作为训练集，其

余图像作为测试集。

×

USPS是一个手写汉字图像数据集，它具有从

0到9共9298张手写数字图像。实验中，每张图像被

裁剪为16 16像素，并从每个数字中随机选取10张
图像作为训练集，其余图像作为测试集。

为了验证提出模型的鲁棒性和抗噪性，本文对

4个公开数据集分别加上随机脉冲噪声和随机条纹

干扰。

3.2  实验设置

λ1 = λ2 = 10−6 η = 0.5

µ ρ

为了验证本文算法的有效性，将所提出的方法

与几种现有的特征子空间学习方法进行了比较，对

比方法包括LSDA, Latent LRR, DLRDSR, ProCRC

和SFE-ALR。模型参数 ,  ,

ALM辅助参数 , 的设置如算法所示。实验采用稀

疏表示分类器(Sparse Representation Classifier,

SRC)来评估对比特征提取方法的性能。所有实验

在每个数据集上都重复5次，并计算其平均结果及

标准方差。

3.3  实验结果

3.3.1  随机脉冲噪声下的实验结果

∥E∥1
l2,1

对于随机脉冲噪声干扰，可以利用 对其进

行建模替换式(3)中的 范数，最大程度消除噪声

干扰。实验分别在原始数据集和含噪数据集上进

行，各对比方法的性能随噪声干扰强度变化的关系

如图3所示。

从实验结果可以看出，本文方法在原始数据集

上均显示出优于其他比较方法的性能。并且与传统

的特征子空间学习方法相比，所有基于低秩表示的

方法在噪声条件下都显示出了优势。同时，本文方

法在不同强度的噪声条件下性能都优于其他比较方

法，且当图像中噪声比例较大时其性能更为显著。
 

 
图 3 不同比例的随机脉冲噪声下的识别率曲线

第 5期 李  骜等：基于低秩表示的鲁棒判别特征子空间学习模型 1227



3.3.2  随机条纹干扰下的实验结果

∥E∥2,1

E

对于随机条纹干扰，可利用 对其进行建

模来有效的抑制干扰，因此特征子空间的学习中直

接采用式(3)中残差矩阵 的约束形式。相较于随机

脉冲噪声，条纹干扰对图像的破坏程度具有一定的

局部性，而且由于每幅图像干扰的位置不同，增加

了模型提取有效特征的难度，在此条件下我们对模

型的鲁棒性进行验证，实验结果如图4所示。

图4表明，在条纹干扰的情况下，本文方法在

分类准确率上仍然优于其他对比方法，其主要原因

在于模型中包含利用低秩重构样本的特征空间约束

项，有效地抑制了训练样本中的干扰信息，增强模

型的抗噪性能。此外，从实验结果还可以看出，随

着噪声干扰的增强，本文算法相比传统算法的优势

更为显著。

3.3.3  不同训练样本数量下的分类准确率

样本训练数量是影响模型性能的因素之一，为

了观察不同训练数量对本文特征学习模型的影响，

实验中绘制了分类准确率关于训练样本数量的关系

曲线。实验使用COIL20作为测试数据集，分别在

原始图像及含有20%的条纹干扰的图像上进行分类

实验，其分类准确率随训练样本的变化趋势如图5
所示。

3.3.4  参数及收敛性分析

µ ρ

本文所提出的特征空间学习模型共包含5个主

要参数，其中 和 为ALM引入的辅助参数，可按

 

 
图 4 不同比例的随机条纹干扰下的识别率曲线

 

 
图 5 不同训练样本数量下的识别率曲线
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λ1 λ2 η

照文献[16]中的建议进行设置以保证目标函数的收

敛性。为了观察另外3个参数 , , 对模型的影

响，实验中以Extended YaleB作为测试集来研究

这些参数参数变化对分类准确率的影响。实验分别

对测试原始图像及含20%条纹干扰的图像进行测

试，其分类准确率随参数变化的关系曲线如图6所
示。从实验结果中可以看出，模型的性能对不同的

参数均不敏感，虽然参数的取值范围较广，但是所

获得的实验结果波动非常小。

为了进一步验证目标函数的收敛性，选取Ex-
tended YaleB作为测试数据集，绘制目标函数值随

迭代次数变化的收敛曲线，如图7所示。可以观察

到，本文提出的方法可以快速收敛并保持目标函数

值的稳定性。

4    结束语

本文提出了一种用于图像特征提取的判别性的

特征子空间学习方法。该方法将低秩表示和子空间

学习融入同一框架。利用低秩表示系数作为样本在

投影空间的相似性约束，构造样本在特征空间的距

离约束项，使投影子空间能够更好地保持样本的局

部近邻关系；利用低秩重构训练样本，设计一种判

别性特征空间约束项，提高模型的抗噪声能力；引

入基于标签回归的特征空间约束项，有效地增强特

征空间的判别性和类间鉴别适应能力。为了解决目

标函数对多变量的非凸性问题，还提出了基于

ALM的数值迭代方案，有效地解决了目标函数收

敛性问题。通过在4个不同类型的公开数据集上进

行对比实验，其实验结果表明了本文方法相较于许

多现在流行的方法在分类准确率上均有不同程度的

提升。此外，当数据处于噪声条件下时，本文方法

相比传统方法表现出更好的鲁棒性。在未来的工作

中，可以设计出新颖的监督项以进一步提高特征

学习模型的性能，同时在本文方法的基础上，还可

进一步扩展用于构建半监督或无监督的特征学习

模型。
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